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ABSTRACT
In this paper, the multiobjective problem for the investment portfolio is presented 
under a  metaheuristic perspective, which refers to minimize de risk and maximize 
the expected return. Considering the Markowitz model, the problem is solved with two 
objectives describing the whole of the corresponding Pareto front. Four metaheuristic 

Keywords
lio, Pareto front.

IntroducciónE -decir, aquel que tiene un mínimo riesgo para un rendimiento dado o, equiva-
--jetivo restringido conlleva al uso de técnicas metaheurísticas. Este aspecto ---

de rendimiento y de riesgo del portafolio seleccionado.
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--nadas, así como la descripción de las características y el modo operativo de -de los algoritmos con los parámetros ajustados, así como representaciones -dos.
1. El problema del portafolio de inversión

utilizados en la aplicación práctica dentro de la literatura. La información se 
stocks -dimiento promedio semanal de cada activo, desviación estándar del ren-

calculadas de la siguiente manera:
Tabla 1. Datos utilizados en la investigación (Beasley 2015)

 ID País Instancia Tamaño (N)

 0 Hong Kong Hang Seng31 31

 1 Alemania DAX85 85

 2 UK FTSE89 89

 3 USA S&P98 98

 4 Japón Nikkei225 225
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   (1)

 es la desviación estándar del activo y   es el índice de corre-lación entre los activos   y .. -
En la presente investigación el proceso de selección de activos para un ---

  re- es la pro-porción del capital que se invierte en el activo ,  de la cartera y   el rendimiento esperado. El modelo correspondiente se formula de la siguiente manera:

 
 

 

 

 es la proporción del capital que se invertirá en el activo ,   es la covarianza entre el activo   y el , , es el rendimiento esperado del 
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activo   y  -en la cartera. 
  el espacio fac-

  donde   es no do-minada si ,    , y al menos para alguna 
 . -

P 

et al. -
2. Técnicas metaheurísticas en optimización multiobjetivo

los alcances de otros métodos, médula de la presente investigación, los en este proyecto.
2.1 La noción de función de agregación

la siguiente manera:
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, con   para toda 
 y 

 

 

 

  

entre las cuales las más relevantes son:
método de solución. -

--
2.2 La estrategia VEGA

la característica principal yace en la parte más polémica en el entorno 
crean k
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propia.En la versión del algoritmo implementada en la presente investigación, es acertado destacar los siguientes dos puntos: -nadas, en cada generación éstas tendrán la característica de que, por -cruza. -
dominancia estará presente, lo cual le permitirá al algoritmo ser más dinámico.

2.3 La estrategia Nondominated Sorting Genetic Algorithm II 
(NSGA-II)

Figura 1. Etapas de un algoritmo basado en la estrategia VEGA

Población inicial

Generar k 
subpoblaciones que 

contienen los mejores 
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Permitir que 
subpoblaciones 

compartan información 
genética

MutaciónNueva generación

Generar k 
subpoblaciones que 

contienen los mejores 
individuos con respecto 

al k objetivo
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complejidad de 
-

2.3.1 Asignación de distancia crowding 

sea necesario, qué individuos del último frente capaz de completar una nueva 
  sería tal frente.

Figura 2. Etapas de un algoritmo basado en la estrategia NSGA-II

Población inicial ( ) de hijos Mutación

Unión de 
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Último Frente: 
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  se calcula la métrica utilizando el algoritmo -tán formados por las soluciones vecinas del individuo considerado, en su 
i–ésimo individuo, promoviendo su selección 

diferencias de magnitud entre sus valores no afecten la validez del procedi-miento.
2.4 Multiobjective Evolutionary Algorithm based on Descomposi-

tion (MOEA/D)

se resuelven simultáneamente, de esta forma el proceso de optimización se 
Q 

Figura 3. Generación de frentes NSGA-II
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en su conjunto, puede implicar que, cuestiones tales como la asignación de -
en el marco de la técnica de este apartado. -

-
-de acuerdo a la cercanía entre los vectores de pesos que parametrizan cada --

nuevas gracias a los operadores genéticos, calcular su aptitud y eventual--
2.4.1 Aproximación de intersección de frontera (BI)
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-
-te superior y un conjunto de líneas que emanan del punto ideal (denotado 
--ción escalar:

 

 

 

 ( )  con respecto a la dirección 
  (  

( ) . --
 -

de un espacio de memoria o archivo de almacenamiento llamado EP, en el cuál se administran soluciones no dominadas. Se ha propuesto delimitar el 
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Figura 4. Etapas de un algoritmo basado en la estrategia MOEA/D
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3. Métricas utilizadas y ajuste de parámetros

3.1 Distancia generacionalLa distancia generacional (gd

de esta métrica se necesita el frente real, la fórmula es la siguiente:
    (1)
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--
 

muy cercanas, incluso parte del frente real, las cuales no podrían propor-
Figura 5. Cálculo de la distancia generacional

3.2 Dispersión eficiente de conjuntosLlamada en inglés  o simplemente Spacingfórmula para su cálculo se muestra a continuación:
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    (2)

   

Lo ideal, al igual que gd

3.3 Hipervolumen

rectangulares delimitadas por algún punto de referencia , su cálculo se realiza con:
   (3)

et al., -pondiente. -

--
 =  -
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mismo, es decir R = , min, es decir 
Hasta este punto se han considerado dos métricas especializadas una en la convergencia, otra en la dispersión de forma uniforme, mientras que punto únicamente resta agregar que, para múltiples análisis, será impor-cercano. 

3.4 Metodología para la configuración de parámetros

factorial completo, el cual consiste en seleccionar un conjunto de valores 

     (4)

s   es el número de valores que 
t = ésimo -cios acerca del juego de parámetros adecuado. --cionar un número muy limitado de valores dentro de tales intervalos será necesario elegirlos de manera apropiada y, posteriormente profundizar la -
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3.4.1 Presentación gráfica de resultados

-
-

N N es el número total de activos de la instancia de acuerdo al modelo matemá-
EP   elementos, donde   es el 

Figura 6. Métricas por estrategia
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Figura 7. Implementación

los métodos de manejo de restricciones, será aprovechada la información 

,  y -
----. Los frentes se 
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Las métricas gd y ESS pueden ser comparadas entre cada una de las es-
--

-sidad; mismos conceptos que capturan los indicadores presentados en los 
Figura 8. Implementación Distancia Generacional
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Figura 9. Implementación ESS

Figura 10. Implementación Cardinalidad
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-
-racional.

gd

medida que el resultado (( -

 

Cuadro 1. Hang Seng31 mediana 
estrategia tiempo hv_percent 
moead 9.386440039 97.6147% 
nsga2 10.27579498 96.5479% 
spo 8.684428215 98.2979% 
vega 9.466565847 89.2091% 

Figura 11. Instancia Hang Sen 31 mediana
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Figura 12. Hang Sen31 riesgo-rendimiento

Figura 13. Instancia DAX85 mediana

Cuadro 2.   DAX85 mediana 
estrategia tiempo hv_percent 
moead 137.469667 95.8584% 
nsga2 139.918093 97.0631% 
spo 134.3552189 97.6835% 
vega 137.5779932 87.5550% 
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Figura 14. DAX85 mediana riesgo-rendimiento

Figura 15. Instancia FTSE89 mediana

Cuadro 3.  FTSE89 mediana 
estrategia tiempo hv_percent 
moead 153.8806272 92.7641% 
nsga2 150.2436111 94.9682% 
spo 154.263298 97.2482% 
vega 154.0000622 82.8718% 
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Figura 16. FTSE89 mediana riesgo-rendimiento

Cuadro 4.   S&P98 mediana 
estrategia tiempo hv_percent 
moead 201.986851 95.0938% 
nsga2 198.9523768 95.7831% 
spo 204.486424 98.1723% 
vega 202.1144722 81.3964% 

Figura 17. Instancia S&P98 mediana
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Figura 18. S&P98 mediana riesgo-rendimiento

Figura 19. Nikkei225 mediana

Cuadro 5.   Nikkei225 mediana 
estrategia tiempo hv_percent 
moead 2398.413085 91.4709% 
nsga2 2289.414533 93.4996% 
spo 2605.19272 98.4124% 
vega 2406.257872 83.4054% 
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Figura 20. Nikkei225 mediana riesgo-rendimiento

Cuadro 6. Ranking con respecto a la mediana de cada métrica 
(mayor a menor desempeño, en rojo la menor)

Posición
    

estrategia instancia estrategia instancia estrategia instancia estrategia instancia 
1 SPO inst4 SPO inst4 SPO inst1 
2 SPO inst0 SPO inst1 SPO inst3 SPO inst4 
3 SPO inst3 SPO inst2 SPO inst2 SPO inst3 
4 SPO inst1 SPO inst3 SPO inst1 SPO inst2 
5 MOEA/D inst0 SPO inst0 SPO inst0 SPO inst0 
6 SPO inst2 NSGA-II inst2 MOEA/D inst0 MOEA/D inst0 
7 NSGA-II inst1 NSGA-II inst1 MOEA/D inst2 MOEA/D inst2 
8 NSGA-II inst0 MOEA/D inst2 MOEA/D inst3 MOEA/D inst3 
9 MOEA/D inst1 MOEA/D inst0 NSGA-II inst2 MOEA/D inst1 
10 NSGA-II inst3 MOEA/D inst1 NSGA-II inst4 MOEA/D inst4 
11 MOEA/D inst3 NSGA-II inst4 MOEA/D inst4 VEGA inst0 
12 NSGA-II inst2 MOEA/D inst4 MOEA/D inst1 NSGA-II inst2 
13 NSGA-II inst4 NSGA-II inst0 NSGA-II inst3 NSGA-II inst4 
14 MOEA/D inst2 NSGA-II inst3 NSGA-II inst1 NSGA-II inst3 
15 MOEA/D inst4 MOEA/D inst3 NSGA-II inst0 NSGA-II inst1 
16 VEGA inst0 VEGA inst2 VEGA inst4 NSGA-II inst0 
17 VEGA inst1 VEGA inst4 VEGA inst2 VEGA inst3 
18 VEGA inst4 VEGA inst0 VEGA inst3 VEGA inst1 
19 VEGA inst2 VEGA inst1 VEGA inst1 VEGA inst2 
20 VEGA inst3 VEGA inst3 VEGA inst0 VEGA inst4 



Estocástica:
FINANZAS Y RIESGO

174 Volumen 8, número 2, julio - diciembre 2018, pp. 149-182

Naim Reyes Hernández, Antonin Ponsich, Luis F. Hoyos-Reyes 

Figura 21. Comparación con resultados publicados bajo la métrica gd.

to a la cantidad con la que será comparada ((
todos los resultados restantes reportados para la métrica gd.

-tro técnicas implementadas.
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ConclusionesEn el presente artículo se estudió, adaptó e implementó un conjunto de 
et al.

acerca de las características más relevantes como el tipo de paradigma 
cual funge como el valor más relevante de la presente investigación.se logró destacar acerca de la relación entre comparaciones de dominancia y tiempo de ejecución, que no necesariamente guardan una relación directa-mente proporcional, es decir, un mayor uso de la operación de comparación, --

--para que el tiempo de ejecución no se elevara (
---ca que, en algunos casos, fueron adecuados.adecuado determinar si la heurística está utilizando tiempo innecesario (a 
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partir de cierto tiempo ya no se puede mejorar, y no por la presencia de un 
  en -no tiene sentido ejecutarlo por más tiempo. En un estudio posterior, podría cada estrategia. -

por otro lado, los frentes reales son muy uniformes, sin discontinuidades y --nejar las características particulares de cada instancia resuelta, la presente ---
-----

para las cuatro técnicas de interés.
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Apéndice A. Descripción de dos soluciones eficientes

 
 
 

Detalle de la solución: 
 

x1 0.073009922 
x2 0.016520877 
x9 0.183325563 
x17 0.423983624 
x25 0.009790336 
x36 0.191115913 
x61 0.038100786 
x70 0.016240054 
x81 0.047912925 

Retorno esperado 0.00662809 
Riesgo (varianza) 0.000572884 
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Detalle de la solución: 

x8 0.29327773 
x42 0.12549203 
x61 0.34957127 
x114 0.03953417 
x213 0.1921248 

Retorno esperado 0.003578485 
Riesgo (varianza) 0.000682816 
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Apéndice B. Algoritmos en pseudocódigo

Variables de entrada 
 
NP: tamaño de la población 
Gmax: Número de generaciones 
zm: Tasa de mutación 
 
generar población aleatoria factible pob_f 
para generación en {0, ..., Gmax-1}: 
 para i en pob_f: 
  selección de padres 
  cruza 
  si |pob_hijos |< |pob_f|: 
   agregar hijo a pob_hijos 
 mutación a una tasa especificada zm 
 p = unión población hijos y padres 
 p_nueva = selección(p) 
 pob_f = p_nueva 
devolver mejor individuo de pob_f 

variables de entrada 
 
NP: Tamaño de la población 
Gmax: Número de generaciones 
obj: Número de objetivos 
 
inicio 
#tamaño de subpoblación 
tam_sub = NP/obj 
generar población aleatoria factible pob_f 
para generación en [0, ..., Gmax-1]: 
 m_pool =  
 para k en [0, ..., obj-1]: 
  ordenar pob_f de menor a mayor con respecto al valor del objetivo k 
  sub_pob =  
  i = 0 
  mientras tamaño de sub_pob < tam_sub: 
   agregar pob_f[i] a sub_pob 
   i = i + 1 
  m_pool = m_pool U sub_pob 
 ordenar aleatoriamente a m_pool 
 mientras cardinalidad(pob_hijos) < NP: 
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  seleccionar padres de m_pool 
  cruza(padre1, padre2) #se producen 2 hijos 
                            agregar hijo a pob_hijos 
 mutacion de pob_hijos 
 pob_f = pob_hijos 
devolver no dominados de pob_f 

Gmax: Número de generaciones 
NP: Tamaño de la población 

nicio 
enerar pob_f 
ara generacion en [0, ..., Gmax-1]: 

mientras tamaño de pob_hijos < tamaño de pob_f: 
 selección de padres por torneo binario 
 cruza(padre1, padre2) #se producen 2 hijos 
 agregar hijos a pob_hijos 
mutar pob_hijos  
p_total = pob_f U pob_hijos 
partición(p_total) = ordenar por jerarquía de dominancia (menor a mayor rango) 
p_nueva =  
para cada frente en la partición: 
 unir frente con p_nueva si cardinalidad(p_nueva)  NP: 
elegir individuos de último frente en función de crowding-distance 
pob_f = p_nueva 

ob_f = no dominados de pob_f 
evolver pob_f 

 
crowding-distance 

bj: número de objetivos 
frente en el espacio de los objetivos 

: cardinalidad(I) 

rd = [0, 0, …, 0] #crowding distances 
ara m en [0, 1, ..., obj-1]: 

I = ordenar I con respecto al objetivo m de menor a mayor 
crd[0] =  
crd[L-1] =  
para i en [1, 2, ..., L-2]: 
 si I[L-1][m] - I[0][m]  0: 
  I[i][obj] = I[i][obj] + (I[i+1][m] - I[i-1][m])/(I[l-1][m] - I[0][m]) 

rd = ordenar crd de menor a mayor 
evolver crd 
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inicio 
             generar vectores de peso # e.g. lam = {[0, 1], [0.1, 0.9], [0.2, 0.8], ... , [1, 0]} 
             generar población pob_f 
             agregar no dominados de pob_f a EP 
              z = los mejores valores para cada objetivo en EP 
             cálculo de aptitud de individuos en pob_f (g_bip) 
para generación en  Gmax hacer: 
 para cada individuo en pob_f hacer: 
  seleccionar dos vecinos 
  cruzar produciendo dos hijos 
  mutación de los dos hijos 
  evaluación función objetivo de los dos hijos 
  actualiza z ideal (si algún hijo es mejor en algún objetivo) 
  #remplazo de vecinos e individuo si hijo es mejor 
  Para cada hijo hacer: 
   Para cada vecino de individuo hacer: 
    calcular el fitness del hijo con el vector de vecino 
    Si fitness de hijo es mejor que el de vecino: 
     remplazar al vecino con hijo 
   calcular el fitness de hijo con el vector de individuo 
   Si el fitness calculado de hijo es mejor que el de individuo: 
    remplazar a individuo con hijo 
   si ningún elemento de EP domina a hi: 
    se integra hijo a EP 
    se eliminan los dominados por hi en EP 
devolver EP 


