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RESUMEN

La solucion a la ecuacion de Black-Scholes, con las condiciones de frontera adecua-
das, es una técnica conocida por su utilidad para obtener el valor de la prima de las
opciones financieras, y existen diversos métodos para resolverla. Por otra parte, es
frecuente encontrar diferencias entre los valores tedricos y los operados en los mer-
cados de opciones financieras, estas diferencias son abordadas por varias teorias.
En este trabajo, con el objetivo de explicar la mencionada diferencia de valores, se
plantea un modelo de Black-Scholes el cual incluye, desde el principio, la posibilidad
de arbitraje, y se propone un esquema para resolverlo con base al método explicito
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de diferencias finitas. Ademas, el resultado obtenido se compara con la solucién sin
arbitraje. El arbitraje se plantea como un impulso que varia mediante un parametro
A. Se propone su solucién y se analizan los resultados tomando diferentes valores
del impulso, de la volatilidad y del plazo del vencimiento. Una contribucién adicional
es que se ofrece el algoritmo computacional para la solucién del modelo planteado.

Clasificacién JEL: G12, G15, G20

Palabras clave: derivados financieros, modelo de Black Scholes, método de diferen-
cia finitas.

ABSTRACT

The solution to the Black-Scholes equation, considering the right boundary conditions,
is a technique widely used to obtain the prime value of financial options, and several
methods have been proposed to solve it. On the other hand, a difference between
the theoretical values and financial options market values is often found. This
difference has been considered by several theories. In this paper, aiming to explain the
mentioned value differences, a Black-Scholes model is proposed, which includes from
the start, the possiblility of arbitrage and a scheme to solve it, based on the explicit
Method of Finite Differences. The results obtained are compared with the solution
without arbitrage. Arbitrage is modeled as an impulse that varies by a parameter A.
A solution is proposed and the results are analyzed considering different values of the
momentum, the volatility and the term to maturity. An additional contribution is that
a computational algorithm for the solution of the proposed model is offered.

JEL Clasificacion: G12, G15, G20
Keywords: Financial Derivatives, Black Scholes Model, Finite Differences Method.

Introduccion

| presente trabajo presenta una solucion al Modelo de Black Scholes

(Black y Scholes, 1973) en presencia de arbitraje, es decir, en condiciones
fuera de equilibrio utilizando el método explicito de diferencias finitas. Como
se recordarg, la solucion del modelo sin condiciones de arbitraje es amplia-
mente conocida, considerando soluciones analiticas y numéricas, desde los
afios 70’s.

El caso que se analiza es de una opcion europea financiera (call y put)
cuyo valor se puede encontrar resolviendo la ecuacién diferencial propuesta
por Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton en su articulo presentado
en 1973. Un equilibrio libre de arbitraje es una precondicién para un equili-
brio econémico general, en finanzas cuantitativas se utiliza frecuentemente
este concepto para calcular un precio neutral al riesgo, principalmente en el
caso de productos derivados.
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El arbitraje ocurre cuando el mismo activo no se comercia al mismo pre-
cio en todos los mercados, o bien, cuando dos activos con idénticos flujos de
efectivo no tienen el mismo precio. También puede entenderse como si en el
mercado financiero se pudieran tener mayores ganancias sin tomar riesgos,
aprovechando que los mercados no actian con eficiencia. Eugene Fama, el
creador del concepto de la “Hipotesis de los Mercados Eficientes” (EMH),
(Fama, 1970) sostiene que los precios de los activos financieros, incorporan
eficientemente todo el conjunto de informacion disponible y en consecuen-
cia, componen un mercado perfecto. Otra forma de entender el arbitraje en
economia y finanzas, es la practica de tomar ventaja de una diferencia de
precio entre dos o mas mercados y realizar una combinacién de transac-
ciones precisamente complementarias que capitalizan el desequilibrio de
precios, asi, la utilidad se logra debido a la diferencia de precios de los mer-
cados. Por medio del arbitraje, los participantes en el mercado pueden lo-
grar una utilidad instantanea libre de riesgo Aragones y Marcarefias (2010).

En la valuacion de las opciones financieras, en el contexto de Black-
Scholes, el precio tedrico es justo tanto para las posiciones largas como para
las cortas. Sin embargo, en la practica los mercados financieros funcionan de
forma menos eficiente de lo que supone la teoria, ya que los precios acorda-
dos en la compra y venta de opciones, no coinciden con los valores tedricos o
justos, lo que puede generar condiciones de arbitraje. Aunque en la practica
el tema es de gran interés para poder establecer el (valor de la prima de las
opciones) precio de las opciones, cuando existen condiciones de arbitraje
o bien cuando se encuentran fuera de equilibrio los mercados, la literatura
referente es muy limitada.

De acuerdo con el modelo de equilibrio general, existe un precio en don-
de la oferta coincide con la demanda, y es en ese momento en el que ocurre
una transaccion tanto para bienes como para activos financieros. Sin embar-
go, se ha observado en la practica, que en los mercados financieros, el valor
de las primas de las opciones financieras (call o put) que se cotizan no coin-
ciden en muchos casos con el valor teérico estimado mediante la solucién de
la ecuacién Black-Scholes.

Lo anterior presenta una problematica real, y proponer la explicacion
de esta diferencia entre el precio teoérico y el de mercado es un problema
actual de las finanzas cuantitativas, ya que los mercados no estan operan-
do como “mercados eficientes”, puesto que generan oportunidades de ar-
bitraje, aunque éstas aparezcan durante breves periodos o s6lo de manera
instantanea.
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Existen distintas explicaciones sobre la diferencia entre el precio teori-
co y el de mercado, entre las que cabe mencionar: cambiar los supuestos de
series independientes a series correlacionadas o bien a series con memoria
de los activos subyacentes, también puede presentarse, al cambiar de volati-
lidades histdéricas a implicitas, o incluso al cambiar medidas de probabilidad.

En el presente trabajo se propone una forma distinta de enfrentar el
problema. Se plantea que la diferencia entre el precio tedrico y el precio de
mercado de la prima de la opcidn financiera, obedece a que el sistema se
encuentra en posibilidad de obtener arbitraje, donde éste, es modelado por
un impulso que decae exponencialmente en el tiempo, y en la medida que
éste va desapareciendo, se va aproximando al precio de la prima tradicional
Black-Scholes. El objetivo del modelo propuesto es plantear un sistema fue-
ra de equilibrio, es decir, que presenta condiciones de arbitraje, y resolverlo
mediante el método explicito, para observar el comportamiento grafico de
las opciones, de tal forma que permita conocer si hay una sobreestimacion o
subestimacion del precio tradicional Black-Scholes.

En la siguiente seccion se presenta un resumen de los principales traba-
jos relacionados con el tema de arbitraje y opciones, y se recuerdan los su-
puestos y resultados del modelo Black-Scholes. En la seccion 2 se revisan los
conceptos basicos de la metodologia de diferencias finitas a utilizar. En par-
ticular el método explicito. En la seccion 3 se presenta el modelo propuesto
y sus soluciones graficas incluyendo la posibilidad de arbitraje. Finalmente,
en la seccion 4 se ofrecen los principales resultados y al final se enuncian las
conclusiones.

Antecedentes

En esta seccién se hace una revision de los principales trabajos relacionados
con la valuacién de opciones financieras con arbitraje, propuestas por
distintos autores y con técnicas distintas de solucién. El arbitraje es un
tema central de las finanzas modernas, y a pesar de su importancia se ha
estudiado con relativa modestia en el tema de derivados.

La propuesta de Ilinski (2001) sugiere la presencia de un “arbitraje vir-
tual”. En su trabajo, plantea y resuelve una ecuaciéon mas general que se en-
cuentra fuera de equilibrio para las opciones plain vanilla europeas call y
put. La novedad de este planteamiento en la ecuacidon de Black Scholes, es
el empleo de la teoria de norma y de sus conceptos y definiciones formales
como son haces fibrados, curvatura (término directamente vinculado con
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el concepto de arbitraje), conexiones, transporte paralelo y estructura. Los
cuales, se han utilizado de manera exitosa en areas de la fisica como lo son la
gravitacion y el electromagnetismo. Se trabaja con las ideas geomeétricas de
fisica, analogas para el caso de finanzas, aplicandolas en conceptos de acti-
vos, divisas, acciones y al valor del dinero en el tiempo. Ademas de la idea de
circuitos en planos (plaquetas), o trayectorias locales cerradas y curvatura,
para intercambios financieros y su relacion con condiciones de arbitraje.

Por otra parte, en Otto M. (1999) se hace referencia al modelo propuesto
por llinski y Kalinin (1998), en donde se consideran fluctuaciones alrededor
del estado de equilibrio, introduciendo una dindmica de relajacion del tipo
Ornstein-Uhlenbeck como ruido aleatorio, para desviaciones intermedias y
que el autor denomina como rendimiento de arbitraje virtual. Ademas, se
propone para el andalisis una escala diferente de tiempo en donde se pueda
generar el arbitraje. El autor introduce un modelo dentro del marco de las
ideas de martingalas, para establecer precios para derivados en mercados
incompletos, usando un mapeo para la teoria de precios de opciones con ta-
sas de interés estocasticas, y el rendimiento de arbitraje es considerado co-
mo una componente de una tasa de interés ficticia, en un mundo virtual
con el objeto de facilitar su implementacion. La influencia de rendimientos,
proviene del arbitraje en el precio de derivados, en el mundo real puede
compensarse como un promedio de los rendimientos (no observables) en el
momento de la valuacién. Usando la metodologia de integrales de trayecto-
ria, para las opciones call y put, y considerando la influencia de rendimiento
de arbitraje virtual, se obtienen aproximaciones para la valuacién, conside-
rando rendimientos de arbitraje inicial, a través de métodos numéricos. El
resultado se complementa con una discusién sobre estrategia de cobertura,
asociada a los derivados que replica el mensaje el pago final, aunque no sea
autofinanciable en el mundo real.

Fedotov y Panayides (2005) revisan el papel del arbitraje en la determi-
nacion del precio de los derivados financieros. Los autores proponen un por-
tafolio estocastico en un momento fuera de equilibrio, con un rendimiento
de arbitraje estocastico estacionario que cambia rapidamente en el tiempo.
Se utiliza el hecho que la valuacion de la opcion y los rendimientos de arbi-
traje estan en diferentes escalas de tiempo, lo que permite analizar el com-
portamiento asintotico en el tiempo y se restringe a bandas independientes
de las caracteristicas independientes de precios, mas que precios exactos.
De las conclusiones, lo mas interesante es que puede explicarse el “smile” de
volatilidad en términos de los rendimientos de arbitraje aleatorio.
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Young K. (1999) también hace una propuesta de modelo de mercado
cambiario a partir de la teorfa de norma. Los tipos de cambio pueden ex-
presarse como exponenciales de la teoria de norma en haces fibrados, mien-
tras que las tasas de interés son potenciales de norma en haces fibrados. Se
generan oportunidades de arbitraje para valores de la curvatura distintos
de cero en circuitos cerrados, que involucran tasas cruzadas en el tiempo
actual, y que son equivalentes en el area de la fisica, a campos magnéticos, y
en contratos futuros, las oportunidades de arbitraje corresponden a campos
eléctricos.

Haven (2002) consideralas implicaciones implicitas del modelo de Black-
Scholes dentro del marco de fisica cuantica. El precio es considerado como
una funcién de Estado y con un potencial, que permite al precio satisfacer la
ecuacion diferencial de Schrodinger. A partir de la funcion de potencial libre
de arbitraje, se procede a la construccién del potencial que incluya arbitraje.
Esta funcion permite definir una funcion de amplitud de probabilidad, y de
esta forma resolver la ecuacion de Schrodinger. Se muestra la existencia del
precio libre de arbitraje cuando la funcién potencial converge a uno y la exis-
tencia de arbitraje, cuando el valor de la constante de Planck es diferente de
cero. Esta constante esta relacionada con el parametro (de creencia) que re-
gula la existencia de una trayectoria, ademas se plantea una discusion inte-
resante sobre el papel de esta constante. El establecer una relacion entre el
valor de dicha constante y el nimero de trayectorias es importante, ya que
cuando hay trayectorias multiples, es decir, cuando son estratégicas, se de-
be de indicar que hay una racionalidad limite y por tanto se utiliza la integral
de Feynman. Al final se muestra que el modelo de Black-Scholes puede utili-
zarse dentro de la fisica cuantica e incluir el arbitraje de una forma natural.

Por otra parte Sukhomlin N. (2007) estudia la ecuacién de Black-Scholes
a partir de leyes de conservacion y muestra que, sin limitaciones comple-
mentarias, los modelos pueden tener al menos dos volatilidades. Lo anterior,
consecuentemente, tiene varias limitaciones para los parametros del siste-
ma dinamico con el objeto de garantizar la definicion correcta.

En Zhou y Xiao (2010), se revisa el modelo de derivados financieros des-
de el punto de vista de la simetria de normalizacién y muestra que la for-
ma de la ecuacidén puede permanecer invariante bajo transformaciones de
numerarios locales, ademas muestra una relaciéon entre curvatura del haz
fibrado y arbitraje. Los autores cambian de numeralia y se refieren a esta
nueva simetria de ecuaciones de precios, como un conjunto de transforma-
ciones de forma.
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En Farinelli (2014), el autor incorpora un modelo a la teoria de finanzas
estocasticas, que denomina “Teoria de Arbitraje Geométrico”, en este con-
texto se muestra que se pueden describir el arbitraje como curvatura de haz
fibrado y parametrizar las estrategias de arbitraje. Ademas, el autor carac-
teriza la teoria del arbitraje geométrico por cinco principios y demuestra
que son consistentes con la teoria clasica de las finanzas estocasticas.

En Sornette (1998) se hace una critica a la teoria de normalizacién de
finanzas. El autor comenta, que aunque la idea en si es interesante, ni la dis-
tribucion log-normal, ni las ecuaciones de Black-Scholes demuestran la vera-
cidad de la teoria. Reconoce que el elemento de la introduccién del arbitraje
aparece de forma correcta como parte de una teoria, pero uno de los proble-
mas que enfrentan las teorias es que en los mercados reales (incompletos)
este operador no es unico.

Mirador (2009) presenta dos formas de resolver el problema de los pre-
cios de opciones europeas y americanas (opciones de vainilla y barrera), a
través del uso del método de diferencias finitas. La propuesta considera, en
primer lugar, la transformacion de la ecuacién de Black-Scholes en la ecua-
cion de calor, y en segundo lugar el uso de la funcién z = log(S). Sin embar-
go, se llega a la conclusion de que el primer enfoque no es adecuado cuando
se necesita aplicar este método a situaciones reales. Finalmente, se propone
una manera de calibrar el Modelo de Black-Scholes con una aplicacion de
datos reales.

Ankudinova et al. (2018) trabaja con varios modelos de las clases mas
importantes de ecuaciones no lineales de Black-Scholes, para opciones eu-
ropeas y americanas, con una volatilidad que depende de diferentes facto-
res, como: el precio de las acciones, el tiempo, el precio de la opcién y sus
derivados debido a los costos de transaccion. Ankudinova et al., abordan el
problema analiticamente para el precio de la opcion, transformando el pro-
blema para una opcion Europea, en una ecuacion de conveccion-difusion con
un término no lineal, y el problema de frontera libre para una opcién deno-
minada estadounidense, en una ecuacién parabdlica no local, completamente
no lineal, definida en un dominio fijo.

Por otra parte, en Contreras et al. (2010), se desarrolla un modelo de va-
luacién de opciones con arbitraje estocastico endégeno, que es capaz de mo-
delar de manera general, cualquier activo futuro y subyacente que se desvie
de su equilibrio de mercado. El autor realiza su investigacion al calibrar empi-
ricamente el arbitraje sobre los futuros del indice S&P 500, utilizando datos
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de transacciones desde septiembre de 1997 hasta junio de 2009, en donde
utiliza un tipo especifico de arbitraje denominado “burbuja de arbitraje”.

Finalmente, Contreras et al. (2018) realizan un proceso a la inversa del
modelo de valuacién de opciones con arbitraje estocastico endogeno (Con-
treras, 2010); es decir, deducen que es posible extraer el potencial depen-
diente del tiempo U(t) y su forma de burbuja asociada, f(t) a partir de los
datos financieros empiricos reales.

Segun lo observado, la ecuacién de Black Scholes ha sido resuelta utili-
zando diversas técnicas y mediante diferentes métodos. Como se menciond,
en este trabajo se propone un escenario del Modelo de Black Scholes con ar-
bitraje, utilizando el método explicito de diferencias finitas.

1. Metodologia

Enestaseccion se presentaun procedimiento numérico de diferencias finitas,
aplicado pararesolverla ecuacion de Black Scholes. Se emplean los esquemas
descritos por Hull (2010) que son similares a los descritos por Hackmann
(2009) y Day (2011), pero afiadiendo arbitraje al modelo numérico. Se utiliza
especificamente, el esquema explicito de diferencias finitas. Aunque otros
métodos pueden ser empleados para fines de prueba se descartaron en esta
investigacion. Las soluciones a la ecuacion encontrada representan lo que se
conoce como el precio de la opcion.

Recordando que la ecuacidn diferencial parcial para el modelo de Black-
Scholes:

v 10 L, W
ot " 20s2° os > T = (1)

Las opciones que se consideran se dividen en dos clases: call y put. Una
opcion call europea sobre una accion otorga al comprador el derecho pero
no la obligacién de comprar una cantidad de acciones (el activo subyacen-
te para las opciones sobre acciones) por un precio especifico (K) precio de
ejercicio, en una fecha especifica (T) en el futuro. Si el precio de la accién
(S) esta por debajo del precio de ejercicio, se dice que la opcién de compra
(call) esta fuera del dinero, mientras que una opcién de compra con un pre-
cio de ejercicio por debajo del precio de la accion se clasifica en el dinero. Los
parametros del modelo son la tasa libre de riesgo (r), la volatilidad (o) y la
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tasa de dividendo (q). El valor de la opcién es, por lo tanto, una funcién de
S y del tiempo, y la ganancia que describe el valor de la opciéon en la fecha T,
esta dada por

C(S,T) = max(S—K,0) .

Una opcion put europea, le da al comprador el derecho de vender una
cantidad de acciones por un precio especifico en un momento especifico. La
ganancia que describe el valor de una opcidn de venta en el momento T, esta
dada por

P(S,T) = max(K — S,0) .

Con el fin de establecer una soluciéon a (1) es necesario plantear argu-
mentos financieros acerca del comportamiento cuando V(S;t) = C(S;t), o
cuando V(S;t) = P(S;t) en el instante t y para valores extremos de S. De
esta manera, si en el momento T, el precio esta dentro de la posibilidad de
compra, entonces, el precio tiene un valor positivo, si esta fuera de la posi-
bilidad de compra, entonces, se puede descartar. Ademas, si en algun ins-
tante S = 0, de (1), se tiene que dS = 0, de modo que no es posible un cambio
adicional en S. Esto implica que la opcién call no se ejercera y C(0;t) =0
, mientras que la opcidn put seguramente se ejercerd, y tendra un valor de
P(0;t) = Ee "T-D_El término ¢~7(T-t) se agrega en esta ultima expresion
para expresar el valor presente del precio de ejercicio en el momento T — ¢t
. Esto es necesario, porque en el instante t = T, P(0;T) = E, que es equiva-
lente a Ee~"(T-t) invertido a una tasa libre de riesgo durante un periodo de
T — t. Finalmente, cuando S — oo, es casi seguro que se ejerza la opcidn call,
de modo que C(S;t)~S — Ee~"(T~D, mientras que es muy poco probable que
la opcidn put, se ejerza de manera que P(S;t) — 0.

Aqui, el simbolo ~ se utiliza bajo el siguiente contexto, cuando x = a la
relacion f(x)~g(x) ocurre, siy solo si

L fG)
1m

Sty )
x~a g(x)

Entonces considerando las condiciones de frontera para (1) de las opcio-
nes call y put se tiene para la opcion call europea
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C(S;T) =max(S—K,0), S>0,
c(0,t) =0, t>0, (2)
C(S;t)~S — Ke (T, cuando S = oo,t > 0.

Y parala opcién put europea

P(S;T) = max(K — S,0), S>0,
P(0;t) = Ee7T-D t >0,
P(S;t) —» 0, cuando S - oo, t > 0.

(3)

1.1. Aproximacion mediante diferencias finitas

Con el fin de presentar un modelo Black Scholes clasico de discretizacion
mediante diferencias finitas de la ecuacion (1), a continuacién, se muestra
la forma equivalente de discretizar derivadas (las y 2as) para funciones
con una variable independiente y que seran de utilidad para extender la
estrategia a funciones de dos variables independientes.

Sea V(x) una funcién dos veces diferenciable, al emplear el Teorema de
Taylor se tiene:

V'(x) = %(V(x + Ax) + V(x — Ax)) + 0((Ax)?) (4)

V'(x) = (Vx +Ax) = 2V(x) +V(x — Ax) + 0((A0)?) (5

1
(Ax)?

La ecuacién (4) es llamada aproximacién de diferencia central, pero
también es posible determinar aproximaciones de diferencias hacia adelan-
te y aproximacion de diferencias hacia atras, que son respectivamente,

Vi) = 5 (Ve 82) — V() (6]
1
V'(x) = A_x(V(x) —V(x — Ax)) (7)
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Es posible replicar la estrategia en funciéon de dos variables. Sea V

una funcion de las variables x,y, definida en una regiéon rectangular

R = [Xmin» Xmax] X [Ymin» Ymax), acotada. Sea P una particién de R, de ma-

nera que esta particiéon en R genera una malla, como se muestra en la figu-
ral.

Figura 1. Particion de la region R

Y

Fuente: Hull (2010, 2014).

Con esta construccion los rectangulos interiores tienen ancho Ax = h
y altura Ay = k. Asi, es posible presentar un punto (x,y) en R sobre la
esquina de cualquier rectangulo, haciendo x =ih yy = jk, para apro-
piados i,j € N, Entonces, al denotar el valor de V en este punto como
V(x,y) = V(ih,jk) = V;; y siguiendo la forma que tiene la ecuacién (5), se
tiene:

02V V((i + Dh,jk) = 2V (ih, jk) + V(i — Dh, jk)
axz h?

_ Vier,j — 2V +Vieq (8|
hz
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Con una guia de error de orden h2 Similarmente, es posible determinar
las segundas derivadas respecto a y, para redefinir la aproximacion de di-
ferencia hacia adelante y hacia atras en términos de la nueva notacién para
dos variables,

0%V Vi —2Vij+ Vi

57 = 2 + 0(k?) (9)

v Vi =V
5 =L ow.

Para el caso de la ecuacion de Black-Scholes (1), se toma la variable x por
S, donde S es el precio del subyacente. Se cambia la variable y por t, donde t
es el tiempo definido en el intervalo [0, T]. Siguiendo el procedimiento ante-
rior, se define una particién en el plano. Al dividir el intervalo, en M subin-
tervalos igualmente espaciados, se tiene

De manera analoga, el intervalo [0,T], se corta en N subintervalos de
igual tamafio, por lo cual

A partir de aqui, los indices i corresponderan a la variable Sy los indices
jalavariable t. Es relevante seleccionar la particion adecuada para que sean
considerados los casos en que S, =0y t, = 0.

1.2. Condiciones iniciales y de frontera

La version discreta de las condiciones iniciales y de frontera (2) y (3), se
establecen en un plano truncado, donde S € [S,,in, Smax], ¥ t € [0,T]. Las
condiciones se muestran en la Tabla 1. Aqui, V(S,t) es el valor de la opcion
en el precio stock Sy al tiempo t.
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Tabla 1. Las condiciones en cada frontera de la cuadricula
para una opciéon europea.

Frontera Call Europea Put Europea

=T V(S,T) = max(Spym +jAS — K,0) | V(S,T) = max(K — Sy — jAS,0)
S = Simin V(Smin, t) = max(Spin — K, 0) V(Smin, t) = max(Spin — K, 0)
S = Spmax V(Smin t) = max(Spax — K, 0) V(Smax t) = max(K — Spax 0)

Fuente: Edwards (2015).

1.3. Método explicito

Una de las principales ventajas de utilizar el método explicito, es la relativa
facilidad para llevar a cabo la programacion, lo que resulta adecuado para
la modificaciéon de escenarios. Con el objeto de probar el algoritmo en
la ecuaciéon Black Scholes con arbitraje, se seleccioné este método que no
descuida las condiciones de convergencia. Otra caracteristica interesante del
método explicito, es que requiere un tiempo de ejecucion menor que otras

metodologias.
. v 9%V
En este método se asume que los valores de 55 ¥ 35z enunpunto dado

(i,j) son los mismos que en el punto (i + 1, ). Entonces, se tiene:

Vi+1j — I/ij Vi+1j+1 — Vi+1j—1

— i ' . 10
A7 + rjAS AS + (10)
1, . Vierj+1 T Vierj-1 — 2Vipe

EUZ(]AS)Z — (lAS)jz — = rVi+1,j'

Al reorganizar los coeficientes Viyq;_1,Vis1,; ¥ Vigqj+1, Se tiene la si-
guiente expresion.

Vij=aVigrjo1 b0/ Vigrj + ¢ Vigq jia (11)

Donde los coeficientes dados, tienen los siguientes valores

ISSNe 2007-5383 version digital, ISSN 2007-5375 version impresa 17




o
ES@@@@S&E@@@ Guillermo Sierra Juarez, Victor H. Gualajara Estrada y Juan M. Casillas Gonzalez
FINANZAS Y RIES©O

* 1 1 I U
4G = 1+rAt(_§(r_q)]At+§a J At)
1 1
b* = (1—— Z'ZAt>

i T T+rac\ 27
o1 (1( )'At+1 “At)
9 T 1xrac\2y T WIRETZ00AL)

Los esquemas estan apoyados en la metodologia empleada en Hull
(2010). Como se menciond, r representa la tasa libre de riesgo, o la volatili-
dad y q la tasa de dividendos.

2. Modelo de Black Scholes con arbitraje

En estaseccidn, se propone la ecuacion de Black-Scholes con arbitraje usando
el método explicito de diferencias finitas.
Dado el arbitraje

r=r1,+x, (12)

donde 7o es la tasa libre de riesgo y x es el arbitraje. Esta expresion se
introduce en la ecuacién de Black-Scholes

oV 10%V ov
- 4 52C2 4 ___ — = 13
6t+265205 +aS(r+x)S (r+x)V =0, (13)
con la forma
d
d—):= —Ax, C = max(S — K, 0). (14)

El esquema propuesto por Ilinski (2001) es ahora:
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Vitrj+1 =V

. - 1
i+1,j—1 = 2 2
9AS + >0 (jAS)

Visr,j — Vi

n Yo+ (r + x)jAS

Vierjr1 + Vierj-1 = 2Vi; = (r + X)fVisrj .
(AS)?

Reorganizando los coeficientes Vi, ;_1,Viy1;y Vit1j+1 S€ obtiene una
expresion similar a (10)

— * * *
Vij =aVig1jo1+ b Vigrj + ¢ Vigq jir

Sin embargo, los coeficientes ahora son

P = ! ( 1( + )'At+1 Z'ZAt)
iy y vl W A R R D e L
1 1
* 232
bj 1+(r+x)At(1 29 At)
F = ! (1( + )'At+1 Z'ZAt)
91+ r+0)At\2 r+x)=q) 2718

para el caso de la opcion call europea se tiene la siguiente condicion de
frontera

V(S,T) = max (S, + jAS — K, 0)

V(Smins t) = max(Spin — K, 0) .

Para incluir en el modelo el comportamiento del arbitraje, se propone
una funcién con decaimiento rapido, de la forma e~*_ Porlo que se afiade a
la ecuacion en diferencias, la derivada % = —Ax que se aproxima mediante
el Método de Euler ponderado y que evoluciona en el método explicito me-
diante la formula en términos de diferencias:
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2—21h

(15)

En la seccion 4 se muestran los resultados de diferentes pruebas para

diferentes valores de A.

2.1 Convergencia y estabilidad

Para analizar la convergencia y estabilidad del método explicito, se observd

que la ecuacion (10) se puede reacomodar como

Vierj —Vij a0 .Vi+1,j+1 + Vigrj-1 — 2Vigqj
At 2 (AS)?

Vitr,j+1 = Vigerj-1

_ 2
bi,j 2AS + Ci,jVi+1,j = O(At, AS ),
o también
Vierj = AijVijor + (1 4+ Bij)Vij + Ci Vi
donde
1
A =10, — Evzbi,j
Bi,j = —Zvlai’j + AtCi’j
y
Ci,j = vlai’j +§v2bi’j,
_ At _ At
con Vg = (25)2 y v = AS”

(16)
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Observe que el valor de la opcién en cualquier instante j, hasta el paso
final M esta dado por

M-1
Vmj =V, + z (Vi+1,j - Vi,j)- (17)
i=0

En este caso, los términos del error en la suma generados por las apro-
ximaciones de la serie de Taylor tienen un orden O(MAt?, MAtS?). Ya que
existen M términos en la sumatoria. Si se evaliia la opcién en un valor finito
de T entonces M = 0(At™1), asi que el error en el valor de la opcién final es
0(At?, AtS?).

El método explicito es simple de implementar, pero no siempre conver-
ge. La convergencia del método depende del tamafio del paso en las variables
temporal y espacial y del tamafio de los coeficientes a; ;, b; ; y ¢; ;.

Considere cada término, de la ecuacion (17), de la forma

V= ale2miv-1/2 (18)

Este detalle permite ver a la solucién como oscilador de longitud de on-
da A, pero que es inestable cuando |a| > 1. Al sustituir (18) en la ecuacion
(17), se obtiene

a= (1 + ¢; jAt + 2a; jv,(cos(2m/A) — 1)) + V—=1b; jv, sin(2m /). (19)

Para que la serie (17) sea convergente, el valor a debe cumplir |a| < 1,
esto implica que en (19) se debe cumplir

Ci,j < 0,

Zal“jvl - Ci’jAt < O,

%UZ |bl,]| < ai’jvl.
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Para simplificar este resultado, se asume que todos los coeficientes va-
rian lentamente sobre las escalas de longitud AS. En problemas de finanzas,
siempre se tiene un valor

Ci,j =T'<O,

donde r es la tasa de interés libre de riesgo. Las otras dos restricciones
son las que realmente limitan la aplicabilidad del método explicito. Por
comodidad, se elige v; aser de orden O(1). En tal caso la segunda restriccion
es aproximadamente

Esta es una seria limitacién sobre el tamafio del paso en la variable tem-
poral, como se menciond anteriormente. En la ecuacién de Black- Scholes
esta restriccion en el tamafio de paso en el tiempo, se convierte en:

< — = e
At_Za A2S?%2 g2

AS?  AS* 1 (AS)Z
S J

2<1(AS)2
VAN

Esta condicién demuestra que tanto la estabilidad como la convergen-
cia del método implicito dependen de la seleccién de los tamafios de paso
AS y At en la malla de valores. Este criterio se describe mas ampliamente en
Wilmott (2005) y coincide con Hackmann (2009).

3. Resultados

En la seccion anterior se plante6 el modelo de Black-Scholes con arbitraje,
propuesto en forma de un impulso que decae exponencialmente con una
velocidad definida por el parametro A.
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La novedad de este modelo, es que se analiza fuera de equilibrio y al
transcurrir el tiempo cuando el arbitraje decae, el modelo converge al caso
de Black-Scholes tradicional.

A continuacion, se analizan los resultados graficos, después de haber
aplicado el método explicito al caso de call y put largos y cortos, cuando se
presentan condiciones de arbitraje.

3. Resultados graficos 1

De acuerdo a la metodologia del método explicito de diferencias finitas se
hace una representacion de las variables ¢, Sy V en tres dimensiones.

La grafica 1(a) representa call largo, la grafica 1(b) representa el
call corto, la grafica 1(c) representa el put largo y la grafica 1(d) repre-
senta el put corto. De las graficas anteriores se puede ver que para un
A pequefio que representa una respuesta lenta de arbitraje (T = 1,r =
0.04,0 =0.20y 1 =1/1000).

Se puede observar que el precio estimado de un call largo del caso con
arbitraje es mayor que en el caso tradicional, lo que representa que en caso
de existir arbitraje se estaria sobreestimando el precio de la opcién. En el
caso del put, sucede lo contrario, por tanto, se estaria subestimando el pre-
cio de la opcidn.

Grafica 1. Comparativo que call y put europeas, posicion larga y posicion corta.
(Parametros 7=1,r=0.04, 0 = 0.20y A = 1/1000)

V. Valor de Ia opeibn

Solucion sin
arbitraje

V. Valor de la Opeién

i,
1N,

%

1. Tiempeo 3 LY

10 12 "
S, Precio de la accidn
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V. Valor de la Opcidn

Solugion con
arbitraje

5. Valor de I accion

V. Valor de la Opcidn

clugién sm
arbitraje

1, Tiempo 9% 4
5, Valor de la accién

Fuente: elaboracion propia.

3.2. Resultados graficos 2

En la grafica 2 se presentan los resultados para diferentes valores de 1
y diferentes tiempos de vencimiento. Se observa que el comportamiento
es muy similar para cualquier vencimiento, el efecto es importante para
el parametro A. Lo interesante aqui es que ocurre para diferentes tiempos
de vencimiento, se analizan los casos de T en 0, 3, 6, 9 y 12 meses en
los recuadros a,b,c,d,e y f respectivamente, y se observa conforme se
va aumentando la fecha de vencimiento, el modelo converge con los

Grafica 2. La opcion CALL con diferentes valores de lambda en diferentes
instantes de tiempo

a) T=0 b) T=1 mes
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d) T=6 meses
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Fuente: elaboracion propia.

resultados del caso sin arbitraje. Seria importante sefialar que en estos
casos analizados cuando el modelo tiende al caso sin arbitraje. El caso del

put es muy similar.

3.3. Resultados graficos 3

Otro parametro muy importante en la valuacién de opciones es la volatilidad
0. La grafica 3 muestra el comportamiento de la soluciéon para diferentes
valores de la volatilidad en un tiempo fijo (T = 3 meses). Se puede observar
como la curva sube mas rapidamente conforme 0 aumenta. Esto significa
que el valor de la opcion crece mas rapidamente conforme la volatilidad y el
precio del subyacente aumentan, como era de esperarse.
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Grafica 3. La opcion CALL con diferentes valores de lambda
en diferentes valores de sigma
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Fuente: elaboracion propia.

Segln las pruebas realizadas en Matlab de la solucién del B&S, el méto-
do explicito es rapido y proporciona buenos resultados, sin embargo, esta
sujeto a condiciones muy especificas para que el método sea convergente.

3.4. Resultados graficos 4

Para complementar el comportamiento de la solucién encontrada, en la
grafica 4.a, se muestra la forma en que evoluciona la solucién con arbitraje
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Grafica 4. La opcion CALL en diferentes valores de T con parametros o y A fijos
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Fuente: elaboracion propia.

en diferentes instantes de tiempo. Y en la grafica 4.b, se muestra la diferencia
entre la solucion con arbitraje y su convergencia.

Se realizaron pruebas con mallas de datos de 6400 x 640, en donde la
variable temporal (T = 1 afio) se dividi6 en tamafios de paso de longitud
At = 1/6400, la variable del precio del subyacente en tamafios de paso de
longitud As = 1/640, con un precio maximo de la accion de 20 y volatilidad
0.1 < 0 < 0.4. Con este conjunto de valores, la metodologia propuesta para
el modelo con arbitraje, converge adecuadamente. El comportamiento de la
solucién numérica encontrada, es comparable a los resultados obtenidos por
Contreras et al. (2018), quienes utilizan una metodologia diferente.

Conclusiones

Como se ha mencionado en una situacién de equilibrio (en ausencia de
arbitraje) los modelos de economia y finanzas en general se utilizan para
determinar el precio neutral al riesgo para derivados. La aportacion del
presente trabajo es que se propone una solucién al modelo de Black-Scholes
con existencia de arbitraje mediante una soluciéon numeérica con la intencién
de aportar una explicacion a la diferencia entre los valores y tedricos de las
primas de la opciones financieras.
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En esta propuesta se plantea una solucion a la ecuacion de Black-Scholes,
con un arbitraje modelado mediante un impulso que decae exponencialmen-
te en el tiempo, con una velocidad determinada por el parametro 1. Después
de aplicar la soluciéon numérica es importante observar graficamente lo que
ocurre con el valor de la opcion para diferentes valores de A. Cuando 4 — oo,
el valor de la opcion se aproxima al valor del modelo sin arbitraje, y en el ca-
so donde A — 0, el valor de la opcion se aleja del valor sin arbitraje y se posi-
ciona arriba de la opcidn. En los mercados reales, la diferencia entre precios,
debida a la ineficiencia de los mercados, genera oportunidades de arbitraje
en instantes cortos de tiempo.

Las condiciones de frontera, para el esquema numeérico, se definieron a
partir de argumentos financieros tipicos que se presentan en los mercados.
El esquema empleado es estable y converge, siempre y cuando se cumplan
las condiciones descritas en la seccidon 3.1.

Otras lineas de investigacion posibles son las de trabajar con arbitraje
virtual empleando expresiones analiticas diferentes al impulso que decae
exponencialmente. Por ejemplo, un pulso gaussiano, entre otras opciones.
También, es posible utilizar otros métodos de diferencia finitas o emplear
alternativas diferentes para aproximar la volatilidad.
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Anexo

Algoritmo pararesolver la ecuacion de B-S con arbitraje. Opcion Call europea
Entradas:

r (tasa de interés), sigma (volatilidad), S,,,,, (precio maximo de la ac-
cion), S,,in (precio minimo de la accion), T (tiempo de expiracion del con-
trato), E (Precio de ejercicio del subyacente), q (dividendos), M (nimero de
puntos en la variable temporal), (nimero de puntos para el precio) lambda
(argumento de la funcién exponencial, que funciona como arbitraje), x, (va-
lor inicial del pulso exponencial).

Salida:
Vij = V(S tj) (matriz de valores de la opcion)

Asignar

AS = Smax - Smin

N (tamario de paso en e precio)

At = % (tamaio de paso en el tiempo)
Vi'l = maX(Smin - K, 0)

V=0

Vig = (N = 1) # A5 + ) = B x €770

x1=1

Calcular los coeficientes iniciales . aj, by, ¢1,, en el modelo con arbitraje
(seccibn 4)
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Paraj, desde 2 hasta N
Para i, desde 2 hasta M-1

Vij= a}kVi+1,j—1 +bjVipj + C;Vi+1,j+1
Calcular aj, b;, ¢ y x; = xj_4 * (2 — lambda * At) /(2 + lambda * At)
Fin del ciclo para i

Fin del ciclo paraj
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