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RESUMEN

En este artículo se estima la distribución de probabilidad hiperbólica ge-
neralizada con restricción del parámetro que caracteriza a la función de 
Bessel de tercer orden, ,i.e.� � � � �� .. Dicho valor corresponde a la distri-
bución univariada Gaussiana Inversa Normal (NIG), que se estima para 
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lina y el dólar canadiense con respecto al dólar americano. La estima-
ción se realiza sobre las variaciones del tipo de cambio para el periodo 
2000-2014. Los resultados se complementan con la implementación de 
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Palabras clave: algoritmo EM, distribución hiperbólica generalizada, 
tipo de cambio. 
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Introducción

En los últimos años se ha encontrado evidencia de que una gran parte de 
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variable aleatoria normal, entre ellos los rendimientos de la bolsa de valores 
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distribuciones de probabilidad, donde sus parámetros permitan capturar los 
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no normales han frenado la aplicación de nuevas funciones de densidad de 
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de probabilidad, las cuales dependen de una gran variedad de parámetros y 
por tanto la familia consta de funciones de densidad altamente versátiles. La 
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zas sucedió hasta muchos años después para analizar series de rendimientos 
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pero hasta una dimensión menor o igual a tres. En este punto la familia GH 
había encontrado pocas aplicaciones, dadas las complicaciones para calibrar 
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quienes estimaron esta distribución de probabilidad a diferentes rendi-
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ralizada multivariada para una dimensión menor o igual a cinco. Este autor 
es el primero en reportar la estimación de un miembro de la familia GH para 
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distribución de probabilidad multivariada Gaussiana Inversa Normal para 
los rendimientos de cinco diferentes tipos de cambio de la OCDE. No obstan-
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es señalado en (Hu, 2005).
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observación realizada por (Hu, 2005). Además es importante señalar que 
para diversas aplicaciones como el impacto de la volatilidad del tipo de cam-
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del mercado de tipo de cambio, la incertidumbre asociada a las variaciones 
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mos una propuesta de distribución de probabilidad —como la que en este 
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El artículo está dividido en tres secciones, en la primera revisamos algu-
�
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tribución de las variaciones del tipo de cambio, en la segunda se muestra el 
análisis de datos, y en la tercera las conclusiones.

1. Tipo de cambio, revisión bibliográfica

El tipo de cambio es una posible fuente de riesgo en diversos portafolios 
de inversión, así que la valoración de diferentes estrategias de inversión es 
una actividad apremiante. De la misma manera, es importante profundizar 
en el entendimiento de la dinámica de los mercados especulativos. En este 
sentido, el análisis de la distribución de probabilidad de las variaciones de 
diferentes tipos de cambio, constituye un complemento para concretar me-
didas para la administración del riesgo de distintos portafolios.

 Al día de hoy es aceptado que la distribución de probabilidad de las 
variaciones en el tipo de cambio no es normal. Diversos estudios proponen 
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normales sosteniendo el argumento de simetría, (aunque el sesgo calcu-
lado por los autores indica asimetría, se atribuye a eventos importantes 
como una intervención de Fed en un día de ��
����, y no como una caracte-
rística intrínseca de la datos).
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variaciones diarias del tipo de cambio, calculando los parámetros a través 
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de máxima verosimilitud. La distribución de Pareto estable simétrica es eli-
minada en dicho estudio usando las pruebas del radio de verosimilitud y la 
������� ��>	���������
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���������� ���
�-
tante de tomar ésta distribución se encuentra en la parte empírica, pues en 
aplicaciones como el enfoque media-varianza se requiere de la existencia 
del segundo momento.Ésta distribución no tiene momentos de orden mayor 

��A������
���+���������������������	�������
�����
���������A����
�������
-
lucrando el tipo de cambio es una mezcla de normales, es conocido que se 
��������������	
�����7����
�	�����	������������������	��������
�����
-
�����������V����������
�	�������������A����	
�������
�����������������"�
como válidas.

]��
�������
��	
�
������*H	"�������$?Z/6�	
�������������	7��
���
que una distribución estable normal o no normal describa las variaciones 
del tipo de cambio diarias, aunque para el análisis de datos por día de la 
semana sí pueden concluir la anterior. Para datos semanales, concluyen que 
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Más recientemente, como ya se mencionó, (Protassov, 2004) implemen-
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distribución de probabilidad, ya que permite la medición y control de riesgo, 
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extremos con alta probabilidad de ocurrencia no son capturados por las co-
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��������9���������������	����������
����
����������-
tos mediante una distribución de probabilidad distinta. 

2. Análisis de datos

2.1 Rendimiento 

En este documento se presenta evidencia estadística sobre la distribución 
de probabilidad univariada de las variaciones diarias de cuatro distintas 
series de tipo de cambio para el periodo 2000-2014. La periodicidad de 
los datos es diaria y la fuente de información son las cifras reportadas por 
Bloomberg. En cada caso y para cada tipo de cambio se realiza el procedi-
miento de estimación sin restricción en el parámetro de la función de Bessel 
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de tercer orden, pues cada uno de los rendimientos de los tipos de cambio 
pueden mostrar diferentes características según el sesgo y la curtosis exis-
tente, (Protassov, 2004).

Los rendimientos diarios de las distintas series de variaciones del tipo 
��	����
����7���	��	���
����
������=
����	
�����
!

 �	
 � ���	�
� � �����	�
���  (2.1)

donde e� � �� � ��  son los tipos de cambio del euro, la libra esterlina, el dólar 
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  precio diario reportado por Bloomberg de la serie de tiempo �  en 
el tiempo � ,

�	�
 �v variación diaria (rendimiento) de la serie de tiempo �  en el tiem-
po � .

La media �, la desviación estándar � , el sesgo y la curtosis son pará-
metros descriptivos del comportamiento de la serie de rendimientos. El 
sesgo caracteriza la asimetría de una distribución de probabilidad mientras 
que la curtosis mide la picudez relativa, ambos parámetros son relevantes 
�����������������
�����������������������
���*�
����/33$6��V���
������-
mientos están muy concentrados alrededor de la media, la distribución de 
probabilidad se dice leptocúrtica y si los rendimientos presentan una alta 
dispersión, se dice platicúrtica. En cualquiera de ambos casos las colas de 
probabilidad son diferentes al caso normal y dan cuenta de eventos poco 
comunes con altos valores de probabilidad.

2.2 Distribución hiperbólica generalizada

Para estimar la distribución de probabilidad empírica de los rendimientos dia-
rios de los tipos de cambio se emplea una función de densidad versátil, (Pao-
�������/33@6�����	����7����
�8��������=��������	���
�����������������������-
tribución de probabilidad utilizada es la hiperbólica generalizada (GH) cuyos 
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�������������������	���	�	�����������������'������*����������$??&6��

El rango de variación de los parámetros de GH es sumamente amplio, 
aunque sobresalen el caso Hiperbólico (1`$6� �� ��� 	��
� %�������
� j�����
�
:
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camente diferentes problemas en el área de administración de riesgos, aun-
que se requieren procedimientos numéricos más complicados para el caso 
����������
��*H�����/3$#6��

En el Cuadro 1 se presentan algunos de los miembros de la familia GH, 
donde sobresale la función de densidad Gaussiana Inversa Normal, pues se 
7��������
�����=��������	
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���'�����������

El parámetro más representativo y que determina la forma de la distribu-
ción es 1�����79��������=��	������<�������
���	��������	���
������������-
mente relevante, ya que determina a los elementos de la familia de densidad 
hiperbólica generalizada.

En este documento se propone la familia GH para analizar algunos de 
los rendimientos diarios de los tipos de cambio, pues existe evidencia de no-
�
�����������=����������9������	
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acciones.
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 (2.2)

 23�.
'
�"1#+ 4 �� � !�+�5�6��$�� � !��  

Cuadro 1. Familia hiperbólica generalizada
 

 Nombre Rango de parámetros

 ���������	�

�� ��� ��� ������� ��

� �����������
������� ���� ��� ������� ��

� �����
������������������� ��� ���� ����� ��

� 	������������������!�
��� ��"�#$� ��� ������� ��

Fuente: Elaboración propia.
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donde 27 �������=��	�����
���	�����<�����������	���
�����
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+ ; <9��5�6��=� �

+ :�< 4 <���>?
@ A<  (2.3)

para valores positivos de la variable :��*W����
{�����$?@/6��
El procedimiento de estimación trata directamente con máxima ve-

�
��������� ����� 7������ ��� 	
�����
� �� ���O����
�� B � ��� C� D� E� ��. Este 
procedimiento se repite para cada una de las series de tipo de cambio. Pos-
teriormente se realizan tanto la prueba de Kolmogorov como la prueba de 
*H	W������/3$#6���������
��������
�������������������"�A����$��������������
una curva representativa de la familia GH, la curva más elevada es Gaussia-
na Inversa Normal y la curva inferior consta de la distribución normal. El 
contraste entre estas dos funciones de densidad de probabilidad permite 
�������	���������	�
�����
��������������	������ ����'�����	���
������	�����
sesgo, colas pesadas y alta curtosis. 

2.3 Bondad de ajuste

������������U
��
A
�
���*�
7��
���/33@6������������������7�������������
��������������	�����������������	��������
������������	9��	��������������

Figura 1. Distribución Hiperbólica Generalizada para � � ��F�  y normal

Fuente: Elaboración propia.

����� ����� ����� � ���� ���� ���� ���	



Volumen 5, número 1, enero - junio, 2015, pp. 95-111 103

Estimación restringida de la distribución hiperbólica... Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

�
����
��
������
������7�����������������������������������	��������
��-
bilidad propuesta es adecuada, de esa forma, el rechazo de la hipótesis base 
constituye evidencia a favor de la distribución de probabilidad que se haya 
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 GHI � JK:LMH�:� � M�:�N  (2.4)

mientras que el estadístico de prueba de cola izquierda está dado por 

 GH� � JK:LM�:� � MH�:�N  (2.5)

<��
������	
���'�
�����������	�������9��	���MH�:�, según la muestra es 

 MH�:� � �
H O P�:	�H	Q�   (2.6)

donde P�:	�  es una función indicadora sobre los valores menores o iguales 
que :	 .

��������������
��M�:�  es la distribución de probabilidad hiperbólica ge-
neralizada, así que la prueba de Kolmogorov permite encontrar evidencia 
a favor o en contra de las estimaciones realizadas. A modo de contraste se 
����������������������������*H	W������/3$#6����
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bas diferentes. 
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de tiempo de los rendimientos se emplea la prueba de normalidad de Jarque-
Bera, donde el estadístico de prueba es,

 ST � H
U VW+ 4 �X�Y�'

Z [  (2.7)

donde n es el número de variables, 2 es el sesgo y 3 la curtosis muestral. El 
����9���	
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de libertad. Concretamente, la hipótesis base asume que la asimetría y el ex-
ceso de curtosis son cero, pues una variable aleatoria normal presenta esas 
	���	���9���	����*�������/33?6��

En este sentido, también se presenta la prueba Anderson-Darling, (Jhon-
�
���/33@6����������������7����������
����������	����������������	�������
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normal. El estadístico de prueba es,

 ]+ � �^ � W  (2.8)

donde:

 W � O +_��
`àQ� b����M�c_� 4 ����� � M�c`I��_��d  (2.9)

sobre las observaciones ordenadas Lc� e c+ e f e c`N� �� ���
� ��� �����-
��	��������
���������	��������������7������
�����
����������������
�
la prueba Anderson-Darling nos permite hallar, como veremos, evidencia de 
no normalidad. 
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militud para cada una de las variaciones del tipo de cambio � � ���� R R �h Las 
respectivas muestras aleatorias se generan mediante los algoritmos descri-
�
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	�������
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deran que si se tiene una variable aleatoria c de la familia GH, se cumple que 

 cijk^�� 4 <E#� <#�  (2.10)

siendo ojklPl��� m� n�R  Posteriormente se calcula la distancia de Mahala-
�
������������*H�7����
�����$?#56�	
�


 Aop � 1�goq � �r�+�s�+  (2.11)
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Luego para cada � t �u��JK:LAop N�  se calcula

 vẁ��� � �
` O P�Aop x ��	̀Q�    (2.12)

Después se elige una partición y�az en el intervalo cero-uno tal que el pun-

�
����	��������	��
����������
������������A��������
����������=
�������	��	�-

la {a � J|\y� t }ivẁ��� ~ �az  para cada elemento de la partición y�az, 

*H	W������/3$#6��
Finalmente se estima el estadístico de prueba, 

 � � O �`������-.�
��

� ��a   (2.13)

donde �a  es el número de observaciones Aop  en el intervalo �{a��� {ad . Repi-
tiendo el procedimiento J  veces se obtiene una muestra ��� �+� � � ��  que 
permite estimar un valor de probabilidad para rechazar o no rechazar la 
7�����������������
���A8������������A����	��	����*H	W������/3$#6�

2.4 Estacionariedad

�������	�
�������������������	��������������������������������������-
ción de probabilidad empírica sobre los rendimientos diarios de los tipos de 
	����
�������	
�	���
�������	�
��������V�������������������
��������	�
-
naria estrictamente se puede garantizar directamente la existencia de una 
�������	��������
�������������������
����A
���������
���������	
�����
�
����
���*;�����
���$??Q6��������	��
�������	�
������������������
�������
se tendría evidencia de parámetros en media, varianza y covarianza esta-
bles, lo cual da cuenta de una distribución de probabilidad empírica subya-
	����������������*�������/33?6��

En este documento se aplica la prueba de Dickey-Fuller aumentada para 
������	����������	�
���������	���������������������������
�����7���������
nula es que existe raíz unitaria (no estacionariedad), así que el rechazo de 
���7�����������������
��=������������	���	�	�
�����*;�����
���$??Q6�����
���
�����	����
�����
�����	�
����������	
�����
�����
���

��� ������
�� A���������� ��� ����	���	�	���� ���� ��� ��A��� ����� ��������� ���
prueba aumentada de Dickey-Fuller sobre �
 consta de la expresión:
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 ��
�� � � 4 ��
�� 4 D���
�� 4 f 4 D�����
��I� 4 �
  (2.14)

siendo que la hipótesis nula es �@� � � uR 

2.5 Estimaciones y resultados

En esta sección se presenta la estimación de los parámetros que caracteri-
zan a la distribución hiperbólica generalizada para las diferentes series de 
rendimientos de los tipos de cambio. En el Cuadro 2 se reportan los estadís-
��	
����	������
��������
��������
��	
�����
������=
���	��������������
�
��/333����������������/3$Q����������	
�����
���������	�
�����
�����-
len las prueba de normalidad Jarque-Bera, Kolmogorov y Anderson-Darling, 
*�������/33?6�
������7�����������������������������������������
���A���
una distribución normal. 

���	���	��
�������	7�������7�����������������'����������	������������-
mar que las series de tiempo de los rendimientos de los diferentes tipos de 
cambio no se comportan según una distribución normal.

V���������	��������������7�������������9�������������	����������������������
���������
�������
�#����������
���������������
��������������A����	��	���

Cuadro 2. Estadísticos descriptivos de los tipos de cambio 

Fuente: Elaboración propia.

 

 GBP EUR CAD JPY

Media -0.000005 0.000047 0.000067 -0.000022
Mediana 0.000068 0.000077 0.000099 0.000000
Máximo 0.029252 0.034654 0.039981 0.035038
Mínimo -0.034715 -0.025218 -0.032540 -0.055042
Desviación  
estándar 0.005612 0.006344 0.005731 0.006404
Sesgo -0.281615 0.043330 -0.155133 -0.027521
Curtosis 5.414564 4.371458 6.224015 6.809034

Jarque-Bera 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
Anderson-Darling  0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
Kolmogorov 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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menor a 5%, las series de datos de los rendimientos diarios provienen de 
�
���	�
��������	�
����������������	��
��������
�#�������������������������
7��������� =�	������!� ��	���>"������� C7������>C���
�� �� U{����
{����� *�������
/33?6��

En el caso de las dos primeras pruebas, la hipótesis nula es que la serie 
de tiempo tiene raíz unitaria, y en el último caso que la serie de tiempo es 
estacionaria. Estos resultados señalan que la media, la varianza y las cova-
rianzas respectivas son estables a lo largo del periodo 2000-2014. 

En el Cuadro 4 se presentan los parámetros estimados para la distribución 
de probabilidad Normal Inversa Gaussiana (NIG), se puede apreciar que exis-
��������	�������9���	����������������������������	�
����������
���	����
�
diarios no siguen una distribución normal, ya que el valor de probabilidad 
������
�����������������A����	��	�����$��������
��	��	
����
����	����
��

HO���8������������������=��	����������������
��������:j%���������
��A����	����
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�����������?3��������������	�������	
���	�������
�
�
��������������U
��
A
�
��	
�
������������������*H	W������/3$#6����
tal manera que la distribución de las variaciones del tipo de cambio no son 
normales, ver las últimas dos columnas del cuadro 4.

En relación a los parámetros estimados, es una medida de la dispersión 
que tiene el rendimiento diario alrededor de su media. En tanto que el pará-
metro captura la asimetría existente en la distribución de probabilidad. En 
un caso extremo, si alcanza el valor de cero, entonces la media coincide con 

Cuadro 3. Prueba de raíz unitaria para los tipos de cambio 2000-2014

Fuente: Elaboración propia.

 

 Tipo DickeyFuller Phillips- Kwiatkowski- 
 de cambio Aumentada Perron Phillips 
    -Schmidt-Shin

 GBP 0.0001 0.0001 0.1090

 EUR 0.0001 0.0001 0.1336

 CAD 0.0001 0.0001 0.1635

 JPY 0.0001 0.0001 0.2043
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la mediana y la función de densidad de probabilidad es simétrica alrededor 
de su valor esperado. En particular para el caso de los rendimientos diarios 
de los tipos de cambio, la simetría de la distribución es relevante, ya que el 
peso de la cola izquierda de la función de densidad de probabilidad, indicaría 
la pérdida potencial atribuible a eventos poco comunes pero con peso sus-
tancial en la distribución de probabilidad. 

����������
�Q���������
���������������	
���	�����������A
������A����
�
para algunos casos, así que existe evidencia de asimetría en la distribución 
poblacional de los rendimientos. Asimismo, los valores elevados del pará-
metro C, constituyen una señal de alta curtosis en los cinco tipos de cambio 
(variaciones). 

Los cuatro rendimientos de los tipos de cambio muestran en promedio un 
���������
� ����
� 	��	��
� �� 	��
� 	
�� ���� ���������� ��� 
���� �� 3�33@�
��������V������������������������'��������A
�7�	������������������������
curtosis.

��������������
����7����	
����
������	�������������	������
�������
en los rendimientos de los diferentes tipos de cambio. Este hallazgo implica 
que la probabilidad de pérdidas potenciales es superior a la probabilidad 
����������
�����
�������
�	�������������������������������������A
���������
pérdidas. En resumen, el punto es emplear en las sugerencias de administra-
	�����������A
����
���
���=
��
�������������	��������
���������������
��
se adapte al comportamiento observado en los datos, es decir, a los rendi-
mientos diarios calculados de cada una de las series de tipo de cambio. 

Cuadro 4. Estimación de la distribución de probabilidad NIG

Fuente: Elaboración propia.

 
 Tipo de Parámetros estimados según la familia GH Probabilidad
 cambio 	� 
� �� �� Kolmogorov McAssey

 GBP 0.00036 0.00667 213.24500 -11.69874 0.97310 0.21250

 EUR 0.00018 0.00788 193.95870 -3.31690 0.53770 0.78971

 CAD 0.00025 0.00555 169.91600 -5.49733 0.85970 0.78971

 JPY -0.00013 0.00669 164.66340 2.66094 0.73420 0.22521
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Conclusiones

��������������
���������������������	����7��������	��A�������������������-
����������������
�����������
������
�������������	�
������	����
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��� ���]�����V����	������������	������������������
�������
��
parte de la distribución univariada Normal Inversa Gaussiana, mediante la 
prueba clásica de Kolmogorov y una prueba reciente para distribuciones 
	
������������	���	��
��������������A����	��	���������
����$3����
�	�����
��
7��������������������
������	
�������	�
�������������	�������9��	�����
��
rendimientos diarios.

La función de densidad de probabilidad que se ha encontrado captura 
���	���	��
��������
��7�	7
����������
��������������������	�������������
��
esperado, la varianza, el sesgo y la curtosis que se caracterizan mediante los 
parámetros estimados de la distribución hiperbólica generalizada señalan 
claramente colas pesadas y la alta curtosis en los rendimientos diarios de 
los tipos de cambio. 

Este hallazgo nos dice que los rendimientos de los tipos de cambio no 
siguen una distribución normal, lo cual nos proporciona herramientas para 
������������������������	�	�
����	
�
�����������	�
����������
������-
ra. En otras palabras, la no incorporación de la distribución de probabilidad 
adecuada puede subestimar el riesgo existente, lo cual en momentos de cri-
���������������������	��O���
=������������
� �����	���
� �������	�
��������
conocimiento de una distribución paramétrica permite por un lado conocer 
���
��������������������9���	�����
����
���
�	����������������	������9��	�-
mente e incluso puede tener consecuencias teóricas, pues diversas discusio-
nes incluyen supuestos sobre la naturaleza estadística de los datos. Por otro 
lado, se tiene la oportunidad generar simulaciones que nos permitan valuar 
instrumentos derivados que dependan de un subyacente con esta distribu-
ción, así como escenarios para diversas aplicaciones.
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