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RESUMEN

Las métricas usuales de riesgo de mercado, tales como Valor en Riesgo
(VaR) o Déficit Esperado (ES), se calculan usando estimadores puntua-
les. Desde un punto de vista estadistico, el VaR es un cuantil y el ES una
esperanza condicional de la distribucion de pérdidas, la cual puede ser
modelada de forma paramétrica o no paramétrica. Sin embargo, un esti-
mador puntual es tan bueno como su precision, por lo que cualquier es-
timacién de riesgo deberia complementarse con alguna indicacién de su
precision. En este trabajo construimos intervalos de confianza para los
estimadores de ambas métricas bajo las distribuciones mas cominmen-
te usadas: normal y empirica. La utilidad de los intervalos radica en que
es posible obtener conclusiones equivalentes a la prueba de backtesting
desde la primera estimacion de riesgos que se realice, sin necesidad de
esperar a tener una muestra de estimaciones de métricas de riesgo.

Clasificacion JEL: C12, C13, G17.

Palabras clave: Valor en riesgo, déficit esperado, backtesting, intervalos
de confianza.

ABSTRACT

The usual market risk metrics, such as Value at Risk (VaR) or Expected
Shortfall (ES), are estimated pointwise. From a statistical viewpoint, VaR
is a quantile and ES is a conditional expectation of the loss distribution,
which can be modeled parametrically or non-parametrically. However,
a point estimator is only as good as its precision; therefore any risk
estimation should be accompanied with some indication of its precision.
In this paper confidence intervals for the estimators of both metrics,
under the most commonly used distributions: Normal and empirical, were
calculated. The usefulness of the intervals lies in the possibility of drawing
a decision equivalent to backtesting from the very first risk estimation,
without having to wait to gather a sample of risk estimates.

JEL Classification: C12, C13, G17.

Keywords: Value at risk, expected shortfall, backtesting, confidence
intervals.
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Introduccion

Una vez que se han estimado las métricas de riesgo por algin tiempo, es
importante que la adecuaciéon del modelo de estimacién de riesgos sea
evaluada periddicamente. Ello supone tanto verificar los supuestos del mo-
delo como cuantificar su desempefio. Esto ultimo se refiere al uso de métodos
estadisticos para contrastar las métricas de riesgo pronosticadas con los re-
sultados —reales o hipotéticos— del periodo posterior.

En términos practicos, esto significa realizar una prueba de hipotesis.
Para ello, se requiere establecer una hipotesis nula que probar, una hipétesis
alternativa consistente con el tipo de desviacién que se desea validar; asi
como un nivel de significancia (la maxima probabilidad aceptable de recha-
zar un modelo valido) independiente del nivel de confianza de la métrica de
riesgo. Seleccionar un nivel demasiado pequeiio no tiene sentido porque se
incrementaria la probabilidad de no rechazar un modelo invalido. Asi, gene-
ralmente se elige un nivel de significancia arbitrario y se procura construir
una prueba con la maxima potencia (habilidad de rechazar un modelo inva-
lido).

Para medir dicha habilidad se construye un estadistico de prueba y se
estima su distribucion de probabilidades bajo la hipdtesis nula. Si el valor
de esta probabilidad (valor-p) es menor que el nivel de significancia, la hi-
potesis nula se rechaza, entendiéndose que la muestra presenta evidencia
razonable en su contra.

Si la estimacion de métricas de riesgo es una disciplina relativamente
reciente, la validacion de modelos (backtesting) lo es atin mas. Una de las
primeras y todavia mas ampliamente pruebas usadas de validacion para el
VaR es la propuesta por Kupiec (1995), basada en el cociente de verosimili-
tudes de la distribucién binomial. La potencia de esta prueba no es muy alta
(salvo para muestras muy grandes) porque no usa ni valida la aleatoriedad
ni la magnitud de los excesos.

La prueba de Christoffersen (1998) incorpora la aleatoriedad de forma
explicita en el estadistico de prueba, mientras en McNeil et al, (2005) pro-
pone una prueba independiente para la aleatoriedad. Engle y Manganelli
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(2004) proveen un ejemplo de como probar la independencia usando una
regresion binariay lo llaman la prueba dindmica de cuantiles. Algunas prue-
bas recientes que usan el tiempo transcurrido entre excesos incluyen Chris-
toffersen y Pelletier (2004), Candelon et al,, (2011) y Pelletier y Wei (2015).
Dowd (2005) presenta algunas pruebas alternativas, mientras Campbell
(2006) hace una revision extensa de modelos de validacién.

La popularidad del Déficit Esperado (ES por sus siglas en inglés) como
métrica de riesgo crecid a raiz de que Artzner et al,, (1999) probaron que el
VaR no es una medida coherente, Acerbi y Tasche (2002), entre otros, mos-
traron que el ES si lo es. Posteriormente, El Comité de Basilea (BIS 2013)
decidi6 reemplazar al VaR a 99% por el ES al 97.5% como la métrica estan-
dar de riesgo de mercado, pero mantuvo el VaR para efectos de validaciéon
de modelos.

Validar la estimacion de VaR es relativamente sencillo porque basta ve-
rificar la fracciéon de tiempo que la pérdida posterior excedid el VaR y esto
se puede hacer con independencia del modelo que produjo el VaR. El caso del
ES no es tan directo por dos razones vinculadas entre si: 1) el ES involucra
en general el calculo de un promedio, pero la pérdida del dia siguiente es
la realizacion de un Unico escenario y 2) el ES depende de la distribucién
subyacente. Asi para validar un modelo de estimacién de ES se requieren
necesariamente técnicas tipo MonteCarlo o Bootstrap.

Algunos autores proponen métodos paramétricos para la estimacion de
ES y su backtesting (ver McNeil y Frey (2000), por ejemplo). Entre los mé-
todos no paramétricos podemos destacar los trabajos de Kerkhof y Melen-
berg (2004), quienes usan la funcional delta para construir una prueba que
se compara favorablemente con el backtesting del VaR de Basilea, asi como
Acerbi y Szekely (2014), quienes proveen tres estadisticos de prueba que
mediante MonteCarlo muestran en general mejor potencia que la prueba de
Basilea para VaR a 99%.

Una limitacién de los procedimientos de validacion de modelos de ries-
gos mas populares es que se basan en aproximaciones asintoticas de la dis-
tribucion del estadistico de prueba, lo que se traduce en la necesidad de
contar con muestras grandes antes de poder tomar una decisién acerca de la
adecuacion del modelo de estimacion de riesgos.

En la practica, si se usan cuatro afios de retornos diarios para estimar
las métricas de riesgo y se realiza una prueba de adecuacion (backtest) con-
trastando, segtin recomienda el Comité de Basilea, al menos un afio de esti-
maciones diarias de riesgos con la pérdida del dia siguiente, se tendria que
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disponer de alrededor de 1 250 datos diarios antes de poder tomar una deci-
sién sobre la bondad del modelo. Desde la primera estimacidn de riesgos, se
debe esperar al menos un afio para evaluar el modelo.

Otra limitante del procedimiento usual de backtesting es que existen
subconjuntos no observables de la regién de rechazo de la hipétesis nula.
En particular, supdéngase que se intenta probar la adecuaciéon de un modelo
de VaR estimado a 99% con base en una muestra de un afio (250 observa-
ciones). La region de no rechazo de la prueba de Kupiec para esta situacion
es [0,6], esto es, se considera que el modelo subestima el riesgo si se obser-
van mas de seis excesos. Sin embargo, no sera posible detectar si el modelo
sobre-estima el riesgo, ya que es imposible observar un nimero negativo
de excesos. Este sera el caso siempre que el riesgo se estime a un nivel de
confianza alto.

Para superar estas limitaciones es importante conocer la distribucion
de las métricas de riesgo al considerarlas como variables aleatorias. Para el
VaR, por ejemplo, esto equivale a encontrar la distribucion de un estadistico
de orden, tal como lo hace Dowd (2005). Sin embargo, 1a distribucién mues-
tral es siempre funcién de la distribucion de los factores de riesgo, lo que
puede complicar su instrumentacion practica.

Respecto a intervalos de confianza, Dowd (2006) se basa en estadisti-
cos de orden para estimar intervalos para VaR que funcionan bajo modelos
paramétricos y no paramétricos. Moraux (2011) construye el intervalo para
el VaR Normal, como en la seccién 2.2.2, mejorando la estimacién de Jorion
(1996), quien ignoraba la media y, por tanto, su dispersién. Cotter y Dowd
(2007) usan simulacion MonteCarlo para construir intervalos para VaR, ES
y medidas espectrales, partiendo de la Normal y luego alejandose en cuando
a asimetria y kurtosis de la distribucién de retornos. Gao y Song (2008) y
Spierdijk (2014) construyen intervalos para estimadores basados en mode-
los GARCH.

En este trabajo se propone un método completamente general para el
calculo de intervalos de confianza que se basa en el estimador maximo ve-
rosimil y sus propiedades distribucionales asintdticas. Al usar propiedades
asintoticas, no se pretende resolver el problema del tamafio de la muestra
para la toma de decisiones. Sin embargo, en la medida que se suponga una
distribucién especifica para los factores de riesgo, es posible construir in-
tervalos mas precisos con la misma muestra que se us6 para estimar los
parametros.
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En estricto sentido, las pruebas de validacion tienen el componente
de la aleatoriedad (McNeil et al, (2005)) e independencia (Christoffersen
(1998)) de los excesos, pero las métricas de riesgo heredan esa propiedad
de los retornos de los factores de riesgo y consideramos, por tanto, que la
independencia debe validarse antes de estimar el riesgo. Campbell (2006)
recomienda efectuar las pruebas de independencia o aleatoriedad de forma
separada de la prueba de cobertura no condicional (frecuencia de excesos).
En este sentido, la metodologia de intervalos de confianza va mas alla de los
modelos tradicionales de validacién al incluir la magnitud de los excesos y
no solo la frecuencia de éstos.

El resto del articulo esta dividido en 4 secciones. En la primera Seccion
se hace una revisiéon muy general de los procedimientos usuales de valida-
cion de modelos. En la Seccion 2 se construyen los intervalos de confian-
za en el caso general, cuando los estimadores son maximo verosimiles, asi
como los intervalos de confianza para VaR y ES en los casos de Simulacién
Histdrica (SH) y Normal. En la Seccion 3 se demuestra la equivalencia entre
las pruebas de validacién e intervalos de confianza para ambas métricas.
La Seccién 4 presenta una aplicaciéon al caso del mercado colombiano y se
discuten los resultados. Finalmente, se redondean los resultados y enuncia
algunas conclusiones.

1. Pruebas de validacion (Backtesting)

Cuando las métricas de riesgo se han estimado sistematicamente por algiin
periodo de tiempo, es posible evaluar el desempefio del modelo de estima-
cién riesgo. A este proceso se le conoce como backtesting.!

Sea L lavariable aleatoria (v.a.) de pérdida de la cartera y supdngase que
para cada periodo t se tienen la pérdida aleatoria L, y estimaciones para VaR
y ES a un nivel de confianza «, denotados VaR(a.t) y ES(a,t), respectivamen-
te. Definanse las v.a. indicadora de exceso y pérdida en exceso como

ioc(Lt+1) = 1(VaR(a,t),+00)(Lt+1) y

. ,\ (1.1)
My r1(Legq) = (Lt+1 — ES(a, t))la(Lt+1)-

! Aunque es posible traducir backtesting como prueba de validacion, prueba de
adecuacion o prueba retrospectiva, se mantendra el anglicismo dado su uso
extendido.
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Para el caso del VaR, se esperaria que el nimero de excesos después de n es-
timaciones siga una distribucién binomial con parametros n y 1- a, donde
1- @ es la probabilidad de que la pérdida del periodo t+1 exceda el VaR es-
timado en el periodo ¢, para cualquier valor de t. Haciendo p=1- a, Kupiec
(1995) construye una prueba para

Ho:p =po Vs Hp:p # po (1.2)

basada en el cociente de verosimilitudes como estadistico de prueba. Asint6-
ticamente, este estadistico sigue una distribucion X%, pero para un tamafo
de muestra fijo Casella y Berger (2002) calculan la regién de rechazo exacta
para la distribucién binomial.

Con respecto al ES, se puede esperar que las pérdidas en exceso del VaR
se comporten como realizaciones de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas que siguen una distribucién con media cero y
tienen masa de probabilidad de tamafio a en cero. Realizar una prueba de
esta segunda propiedad es equivalente al backtesting del VaR, por lo que nos
concentraremos en probar el comportamiento de media cero:

Ho: E[ Mg ps1(Ler)] =0 vs Hy: E[ Mgeiq(Les)] #0 (1.3)

Dado que la prueba se realiza sobre la media de una distribucidn, el es-
tadistico de prueba por excelencia es de la forma

m—mg
&/\n’

donde m es la media de las pérdidas en exceso observadas {T’fla,t(lt)}ll, nes
el tamano de la muestra, m;=0y é es la desviacidon estandar de la muestra
de excesos.

La hipdtesis alternativa en (1.3) se puede plantear tanto para validar
igualdad (dos colas) como la falta de simetria (una cola). En este caso se usa-
ra la hipotesis alternativa de antisimetria positiva Hy: E[ Mg t11(Ler1)] > 0.

Dowd (2005) propone hacer una prueba ¢t “de libro de texto”, pero ello
no es evidente porque la distribucién del estadistico depende de la distribu-

t(m) = (1.4)
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cion de pérdidas. Por ello, Efron y Tibshirani (1994) proponen una prueba de
hipétesis bootstrap no paramétrica basada en la distribucién empirica del
estadistico de prueba bajo la hip6tesis nula.

Si la distribucion de la v.a. de pérdida L es la empirica, se puede usar
el bootstrap no paramétrico, muestreando con reemplazo de {T?la,t(lt)}?:l;
mientras que si se ha supuesto una distribucién especifica para L, se puede
usar una version paramétrica del bootstrap, muestreando de la distribucién
ajustada. Sélo en el caso que se suponga la distribuciéon normal para L es que
se puede realizar una prueba t de libro de texto.

En cualquier caso, si sélo se tiene un exceso sobre el VaR, no es posible
estimar ¢ y, por tanto, tampoco es posible probar H, usando el estadistico
de la ecuacion (1.4).

El bootstrap no produce una region de rechazo o —su equivalente— un
valor critico, sino un nivel de significancia asintético (ASL, por sus siglas en
inglés) para la hipétesis alternativa, el cual se estima como

ASLpoor = #{t(m) > typs}/N, (1.5)

donde t,,; = t(f,) es el valor del estadistico (1.4) observado en la muestra
original y N es el nimero de repeticiones bootstrap.

Como lo hacen notar Efron y Tibshirani, el estimador ASLpoor NO S€ in-
terpreta como una probabilidad exacta, sino que, como todos los estimado-
res bootstrap, su precision crece con el tamafio de la muestra.

2. Intervalos de confianza

2.1 Notacion y fundamentos

Igual que antes, sea L la v.a. —absolutamente continua— de pérdida de
la cartera, con funcion de distribucion acumulada F,. L,, ..., L, denota una
muestra aleatoriade Ly L, < ... < L, los estadisticos de orden.

Siempre que la funcion de distribucién F, se suponga conocida, el vector
0 representarda los parametros y 8, el estimador de Maxima Verosimilitud
(MV). Por otra parte, ® denotara la funcién de distribucion de la Normal
estandar, ¢ su funcién de densidad y z, su cuantil q, i.e., ®(z,) = a, para
cualquier a € [0,1].
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Bajo el supuesto de normalidad de la pérdida L, el Unico estimador in-

sesgado de varianza minima (UMVUE por sus siglas en inglés) de la varianza

0'% es la varianza muestral S? = }lzl(Lj - Z)2 /(n— 1) y la variable aleatoria

(n—1)S%/c? se distribuye Xa-1. En particular, E[(n — 1)S%/0?] = n — 1, esto
es, ES? = o? y ademads (ver Lehmann y Casella (1998) seccién 1.2):

SN o1 V2r(m/2)  n-1
B(V=T1) = El0G0" ) = ~ 2

lo que implica que ES = 0, /K, _1, con K,,_; = 3;1% Dicho de otra

forma, 6; = K,,_1S (y no S) es el UMVUE de la desviacién estandar. Luego

calculamos

Var(S) = E(S?) — (ES)? = of — (0,/Kp-1)?
= of (1-K2) = of Vui/(n—=1) (22
or/[2(n—1)],

Q

donde V,_; = (n—1)(1 —=K,2%,) es la varianza de una variable alea-
toria con distribucion Xn-1 y la udltima aproximacién se obtiene de

Var[g(Y)] = o2[g'(1y)]? con g(y) = /y. Finalmente, se sigue que

of

Var(6}) = K2_, Var(S) = K2_, V,_4 (2.3)

n—1

Cuando n es suficientemente grande, se puede usar la expresion

(2.4)

'(n/2) Vn—1 ( 1 )
Mn—-1)/21 2

- C4(n-1)+ o(n=2)

para obtener la aproximacién K2%_, V,,_; = 1/2 cuando n — oo. Por tanto,
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of

Var(c’rZ) = m

(2.5)

Sea ahora h(0) la métrica de riesgo (VaR o ES) expresada como funcién
de los parametros de la distribucion de pérdida de la cartera. En el caso del
VaR,(0), McNeil, et al,, (2005) define h(@) mediante la funcién cuantil de la
pérdida:

h(8):= Q(a,0) = F '(; 0) (2.6)

mientras que para ES,(0) los mismos autores definen

1—«a

1 1
h@):= —— f 0(8,0)dp. (2.7)

En ambas instancias k(@) es una funcién continua de (8) y también es
diferenciable.

Lapropiedad de invarianza delos estimadores MV garantiza que h(aMV)
es también un estimador MV (ver por ejemplo Casella y Berger (2002)) y, ba-
jo las condiciones usuales de regularidad, se tiene:

[h(aMV) - h(e)] i N (0, Var (h(@MV))) , cuando n — oo, (2.8)

Se usara en forma reiterada este resultado, que puede ser consultado,
junto con el significado de condiciones usuales de regularidad en Casella y
Berger (2002), Seccién 9.4.

Aun cuando este es un resultado asintético, es importante aclarar que
aqui n se refiere al tamafio de muestra usado para estimar () (conocida
como la ventana temporal), a diferencia del nimero de periodos con métri-
cas de riesgo calculadas, como se requiere en los procedimientos usuales de
backtesting. Asi, (2.8) es valida desde la primera estimacion de las métricas
de riesgo, siempre que la ventana temporal sea suficientemente larga.

Basta con calcular o aproximar Var (h(@MV)), la varianza de la métrica
de riesgo, para construir un intervalo de confianza para h(@). Dado que h(")
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en general no es una funcién sencilla de sus argumentos (0), se puede usar
la aproximacidn lineal dada por la expansién en series de Taylor de primer

orden:
h(8) = h(8) + Vh(8)'(6 — 0) + Res, (2.9)
donde

(Vh(e)) = ah(e)’] =1,..,m (2.10)

Nuevamente, estas derivadas parciales pueden ser calculadas en forma
cerrada o bien numéricamente, dependiendo de la complejidad de la funcion
h(-). Al ignorar el residuo se obtiene la aproximacion

h(8) — h(8) ~ Vh(6)' (8 — 0). (2.11)

Es claro que la varianza del estimador de la métrica dependera de la
covarianza de los parametros, cov(@MV), estimados por maxima verosimi-
litud.

Se sabe que la matriz de covarianza de estos estimadores es asintéti-
camente igual a la inversa de la matriz de informacién esperada. Efron y
Hinkley (1978) proveen una justificaciéon para usar la matriz de informacién
observada en lugar de la esperada, ya que no involucra el calculo de la espe-
ranza. Sin embargo, calcular el Hessiano de la log-verosimilitud puede no ser
sencillo, por lo que Meilijson (1989) propone usar lo que llama la matriz de
informacion observada empirica, como aproximacion (Ie_l, ver McLachlan y
Krishnan (2008)). Asf, se obtiene

Var (h(HMV)) [Vh(8)'I;*(8)Vh(0)]le=3,, (2.12)

~ )
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Finalmente, el intervalo de confianza asintético con un nivel de confian-
za & para el estimador de h(@) esta dado por

[h(an) — Z(1+8)/2 /%:h(amv) + Z(1+5))2 /%]- (2.13)

2.2. Intervalos de confianza para VaR

2.2.1 Simulacion historica

El estimador no paramétrico usual para VaR, es Lj,4|, donde [x] representa
el mayor entero que es menor o igual que x. Se puede construir un intervalo

de confianza que no dependa de la distribucién de L, a partir de la distribu-
cién del k-ésimo estadistico de orden:

Fr, () = i( )[FL(u) [1-F@]* (2.14)

y de la siguiente propiedad (con i <j)):

Pr(Ly < Fi (@) < Lgj)

Pr (L(l-) < FL‘l(a)) —Pr (L(,-) < Fil(a)) (2.15)

j-1

ak(1—a)* % =80, )).

I
M
£ 3
~

k=i

donde la continuidad absoluta de F; se ha usado en la segunda igualdad. Da-
dos a y el nivel de confianza deseado para el intervalo (§), escojanse i y j
tales que &§(i,j) = 6. Como 8(i,j) es una funcién de escalén, el intervalo de
confianza obtenido tiende a ser conservador.
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Para n y a dados, el mapeo k +— Pr (L(k) < F[l(a)) es creciente si
k < |naf y decreciente cuando k > [na]. Asi, se inicia con un intervalo pe-
quefio escogiendo valores de i y j cercanos a [na] y se contintia alejandose
de este valor hasta que se alcanza el nivel de confianza deseado para el in-

tervalo.
Por lo tanto, el intervalo de confianza del 100 §% para VaR, es

[L@y Lip)- (2.16)

donde i < |na| < j se escogen segun el proceso anterior tales que §(i, j) > §.

Obsérvese que no existe una manera Unica de escoger el intervalo y que
éste no tiene por qué ser simétrico respecto del estimador de VaR. Por ejem-
plo, Dowd (2005) propone un proceso bootstrap equivalente a escoger i yj
de modo que 8(1,i) = §(j,n) = §/2.

2.2.2 Delta-Normal

Supoéngase ahora que L tiene una distribucién Normal con parametros
0 = (u,07). Sean fiyy =Ly o2, = %Z;Ll(Lj —-L)? = nT—152 los estima-
dores MV usuales.

En este caso VaR, = h(0) = u; + z,0; . De la teoria de inferencia esta-
distica (ver por ejemplo, Lehmann y Casella (1998) seccion 2.2) sabemos que

VaR, = h(8) = fiyy + 2,0, (2.17)

es el UMVUE para VaR,. Este estimador se puede escribir en términos del
estimador MV como VaR, = fiyy + zal(n_l\/ﬁ ﬁ y por la propiedad
de invarianza es él mismo un estimador MV de VaR,, .

Se puede entonces usar la normalidad asintética de los estimadores MV
(2.8) para obtener: [V’a\Ra - VaRa] i N (0, Var(V/a\Ra)) cuando n — oo.
Asi, basta con calcular la varianza del estimador MV, Var(VaR,) ya sea me-
diante (2.12) o directamente —como en este caso—, para construir un inter-

valo de confianza para VaR, . En efecto, a partir de
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2 2 O-E
Var(fiyy) = — y Var(oy) = —1 ——=Ki V1 = m, (2.18)
se tiene
Var(V/é\Ra) = Var(iyy + z,01)
(2.19)

= Var(duy) + ziVar (@),

ya que LyS son independientes y, por lo tanto, cov(fi,,, d.) = 0. Luego, de
las igualdades (2.18) se sigue

2 2 2

0, 0L 0,
+ z2 K2_Vpq =~—+ z2
n— n

2
_L _ %
1 *2n—1)

Var(VaR,) = (2.20)

Como Var(V/a\Ra) depende de g7, es necesario estimarla mediante

—_— —_

2 2

—~ o~ \_ O} of
Var(VaR,) = -t Zém = 6., (2.21)

o su simplificacion O'VaR (1 + ) En cualquier caso, el intervalo de

confianza al 1006% para VaRa esta dado por
[v’zIRa — Z148 Oyar,, VAR + Z145 6V;Ra], (2.22)
2 2

donde el estimador VaR,, se obtiene segtin la ecuacién (2.17), 6‘%&1 se calcu-
la mediante (2.21) o su simplificacidon y zs es el cuantil 6 de la distribucién
Normal estandar.
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2.3. Intervalos de confianza para ES
2.3.1. Simulacién historica
El estimador no paramétrico de ES, esta dado por
— 1 n
B — —Z L 2.23
“ " n—Inal Ljmpnager P (2.23)

Para aproximar la distribucién de ES, se usar4 el siguiente resultado
asintotico de David y Nagaraja (2003):

— d
Vn[ES, — ESg] = N(0,02 + a(ES, —VaR,)?)  (2:24)

donde 62 = Var(L|L > VaR,). De esta manera, el intervalo de confianza al
nivel 1006% para ES, es

ESy — z145 O, ESq + Z145 6@,“] (2.25)
2 2

donde ES,, est4 dado por la ecuacién (2.23), 6]»3230[ es la varianza de la distri-
bucién Normal en (2.24) y zg es el cuantil § de la distribuciéon Normal es-
tandar.

2.3.2. Delta-Normal

Sean fi; =L y @, = K,_1S y los estimadores descritos anteriormente, basa-
dos enlos estimadores MV, con varianzas dadas por (2.18). McNeil etal,, (2005)
muestran que, bajo el supuesto de normalidad, ES, = h(0) = y; + c,0;, donde
Ca = ﬁ (P (a)). Su estimador es

ES, = h(8) =i + .0, (2.26)
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el cual se puede escribir en términos del estimador MV tal como en la Sec-
cion 2.2.2 y es por tanto un estimador MV en si mismo para ES, debido a la
propiedad de invarianza de los estimadores MV.

De la linealidad de la ecuacién (2.26) y el hecho de que fif y 67 son in-
sesgados, se sigue que ES, es un estimador insesgado de ES,. Entonces, por
(2.8) basta con encontrar la varianza de ES, para construir un intervalo de
confianza para ES,:

Var(ES,) = Var(@g + c,01) 227

Var(iy) + c2Var(ay),

dado que L y S son independientes y, por lo tanto, cov(fi;,@;) = 0. Siguien-
do un desarrollo analogo a la Seccion 2.2.2 se obtiene

o of ., of _,
Var(ES,) = —+ a7 Ki Vo
=08
:0_L2+ 2 i K2_ . Vn_1 (2.28)
n an _ 1 n— n

Q
|

2 2
O'L n cg A2
[1+n—1?]= O-Ega'

2 2
lo cual se puede simplificar a &Ezéa = c;—L [1 + %"‘] para n grande. El intervalo

de confianza al nivel 100§% para ES, es entonces

E/‘Sa — Zi4s 6E§a' E\Sa + Z145 6'E§a], (2.29)
2 2

donde ES,, esta dado por la ecuacién (2.26), 6E2§a estd dado por (2.28) y Zg
es el cuantil § de la distribucién Normal estandar.
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3. Equivalencia entre Backtesting e Intervalos de Confianza

En la Seccion 1 se establecieron las hipétesis de los procedimientos de backtes-
ting para VaR y ES. Por otro lado, de la teoria de inferencia estadistica sa-
bemos que existe una correspondencia entre un intervalo de confianza y
una prueba de hipoétesis (ver por ejemplo Casella y Berger (2002), Teorema
9.2.1). Asi, la prueba de hipotesis que esta asociada al intervalo (2.13) es

Ho:h(0) = h(8) vs Hy:h(0) = h(8). (3-1)

En el resto de esta seccion enunciamos y probamos, con base en la pro-
piedad anterior, los resultados que permiten establecer una equivalencia
entre las pruebas de hipotesis de la Seccién 1 y los intervalos de confianza
de la Seccién 2.

Proposicion 1. Sea h(-) como en la ecuacion (2.6). Entonces, la region
de no rechazo de la prueba de hipoétesis (1.2) es igual al intervalo de confian-
za (2.13).

Demostracién. Basta probar que la prueba de hipdtesis (1.2) correspon-
de a (3.1). En efecto, partiendo de la primera ecuacion se tiene:

b = Do
Ad E[l{L>v€Ra}] = Po
N P(L>vERa) = o 3.2)
& P(L<VaR,) = 1-py=a
= VaR, = Q(a,0)
= h(6) = h(6).

Asi, por ejemplo, sean n = 250, p = 1% y 6 = 99%, el intervalo para np
usando (2.16) arriba, es [L(l), L(6)]. Dicho de otra manera, el modelo se con-
sidera adecuado si se observan entre 0 y 6 excesos en 250 dias habiles, tal
como ocurre con la prueba de Kupiec.

Por lo tanto, se tiene una alerta temprana cuando una observacion exce-
de el limite superior del intervalo de confianza; mientras que el modelo esta
siendo demasiado conservador cuando no existen observaciones por encima
del limite inferior de dicho intervalo.
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Obsérvese que no ocurre la limitante de la prueba de Kupiec discutida
en la Seccidn 1, ya que es factible observar pérdidas tanto por abajo de L
como por arriba de L).

La siguiente Proposicién establece la equivalencia entre el proceso de
backtesting y 1a construccidn del intervalo de confianza para ES.

Proposicion 2. Sea h(*) como en la ecuacion (2.7). Entonces, la region
de no rechazo de la prueba de hipétesis (1.3) es igual al intervalo de confian-
za (2.13).

Demostracién. Claramente, la prueba de hipétesis (1.3) corresponde
exactamente a (3.1), debido a que:

E [(Lt+1 - Ega)l{L>V/a\Ra}]
= E(L|L>VaR,)-E [?Sa 1{L>v3Ra}] (3.3)
= ES, —E(ES,)

#E[Meesa] =0 & Es, = E(ES,).

E[Mg41(1)]

Se concluye entonces que es equivalente hacer el backtesting para ES
(respecto de la propiedad de media cero) y construir el intervalo de confian-
za, con la ventaja de que no se requiere esperar para acumular la muestra
que permita probar Hj.

4. Resultados empiricos

En esta seccion se propone una cartera de activos, a la cual se le calculan las
métricas de riesgo, se aplican las pruebas de validacién y se construyen los
intervalos de confianza descritos, comparando las conclusiones obtenidas
con cada estrategia.

La cartera propuesta (ver Cuadro 1) se compone de posiciones largas en
seis acciones del mercado colombiano y una posicién corta en délares.

El periodo de vigencia de la cartera incluye desde julio de 2001 hasta
junio de 2015. Cuando no existe precio para una accion, se ha usado su
beta respecto del indice de la bolsa de valores de Colombia (IGBC) y el ren-
dimiento de éste.
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Cuadro 1. Descripcion de la cartera

Instrumento | PFBCOLO | ECOPETL | ISAGEN PREC | CNEC | ISA |USDCOP

Acciones 1 800 30 000 18 000 5000 8500 | 7000 | -20 000
o Nominal

Fuente: Elaboracion propia.

Todos los calculos de VaR se han realizado al 99% con una ventana
histérica de 1 000 dias habiles y un horizonte de tenencia de un dia habil.
Los intervalos de confianza para el VaR también se han calculado al 99%
de confianza. Para el ES, los calculos y los intervalos se han hecho al 97.5% de
confianza, segin lo propone el BIS (2013), con la misma ventana histérica y
horizonte. Asi, tanto VaR como ES se han calculado desde agosto 2005 has-
ta junio 2015. El Cuadro 2 muestra un resumen de las métricas de riesgo
individuales y para la cartera durante los 10 afios considerados por ambos
métodos de célculo.

Cuadro 2. VaR(99%) para la Cartera Considerada (MXN min)

Métrica VaR(99%) ES(97.5%)

Método SH Delta-Normal SH Delta-Normal
PFBCOLO 1.955 1.654 2.006 1.662
ECOPETL 4317 3.552 4.364 3.570
ISAGEN 1.389 1.149 1.426 1.155
PREC 16.439 12.821 18.084 12.885
CNEC 8.115 6.116 8.498 6.146
ISA 3.205 2.502 3.19 2.515
USDCOP 0.839 0.661 0.853 0.665
Cartera 32.424 24.09 34.217 24211

Fuente: Elaboracion propia.

La Figura 1 muestra el VaR al 99% estimado por SH con los intervalos de
confianza y las pérdidas del dia siguiente, mientras que el Cuadro 3 desplie-
ga los datos agrupados por ailo y magnitud: la columna [Var,LimSup) mues-
tra los excesos sobre el VaR pero no sobre el limite superior del intervalo, la

ISSN 2007-5383 version digital, ISSN 2007-5375 version impresa 73



E]Sﬁ@@é@ﬁ@@g J. Rosales Contreras

FINANZAS Y RIESGO

columna [LimSup,+c0) muestra los excesos sobre el limite superior del in-
tervalo y la columna Excesos es igual a la suma de las dos columnas previas.

Es clara la consistencia de metodologias para los afios 2006 y 2014 en
los que ambas rechazan la adecuacién del modelo, asi como para los afios
2005, 2007 y 2013, en los que ninguna rechaza la hipotesis nula.

Figura 1. VaR(99%]) SH e Intervalo de confianza

T T T
120~ =

VaR

& +  Pérdidas
100 - Intervalo -
de Confianza

COP min

. + ra i
Aug-05 Aug-06 ug-07 Aug-08 Aug-09 Aug-10 Aug-11 Aug-12 Aug-13 Aug-14 Jun-15

Fuente: Elaboracion propia.

Cuadro 3. Backtesting e Intervalos de Confianza para VaR(99%) SH

Ao Datos | (LimInf,VaR] | (VaR,LimSup] | (LimSup,+o) | Excesos
2005 99 2 3 0 3
2006 242 9 3 7 10
2007 243 2 1 0 1
2008 244 6 2 1 3
2009 242 0 0 1 1
2010 245 1 0 0 0
2011 246 5 0 0 0
2012 244 2 0 0 0
2013 244 1 2 0 2
2014 244 2 2 5 7
2015 118 0 2 1 3
2014-15 242 1 4 6 10

Fuente: Elaboracion propia.
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Del 2010 al 2012 la prueba de Kupiec no es capaz de indicar si el mode-
lo es demasiado conservador. Existen, sin embargo, 1, 5 y 2 observaciones
sobre el limite inferior del intervalo, lo que apunta a que el modelo no esta
siendo conservador. En estos casos, la metodologia de intervalos de confian-
za provee informacion adicional que la prueba de hipotesis no puede.

Los afios 2008, 2009 y 2015 presentan discrepancias. En 2008 y 2009 se
tienen pocos excesos (3 y 1) pero de tal magnitud que uno de ellos en cada
afio supera el limite superior del intervalo de confianza. Ambos constituyen
observaciones atipicas: Lehmann Brothers en 2008 y una pérdida de 30% en
Pacific Rubiales en 2009.

Finalmente, en 2015 se han presentado 3 excesos sobre el VaR, que es el
limite superior de la region de aceptacion, pero uno de ellos excede el inter-
valo. Esto hace suponer que el modelo es demasiado agresivo (como en 2006
y 2014) pero falta un exceso mas para confirmarlo. Sin embargo, si se com-
pleta una muestra de un afio desde julio 2014, desaparece la inconsistencia
y ambas metodologias rechazan la bondad del modelo. En situaciones como
ésta, los intervalos de confianza proveen una alerta temprana.

Los resultados correspondientes para el modelo Normal se encuentran
en la Figura 2 y en el Cuadro 4. Al comparar las metodologias de backtesting
e intervalos de confianza para este modelo se obtienen las mismas conclu-
siones que con SH para 2006, 2009, 2012 y 2014. Para 2005, 2008 y 2015,
el modelo Normal seria rechazado ya sea mediante pruebas de hipotesis o
intervalos de confianza.

En contraste, las metodologias discrepan para los aflos 2007, 2010, 2011
y 2013, ya que practicamente cualquier exceso sobre el VaR sobrepas6 tam-
bién el intervalo de confianza. Es decir, la metodologia de intervalos se ha-
bria rechazado la bondad del modelo para los cuatro afios, mientras que no
habria sido asi mediante pruebas de hipétesis.

La razon de esta discrepancia es que el intervalo de confianza es muy
angosto, pues la dispersion estimada del VaR es muy pequefia. Esta ya bien
documentado, desde el trabajo seminal de Fama (1965), que la distribucion
Normal no modela adecuadamente los retornos de los factores de riesgo de
mercado y los activos usados en este ejercicio dejan ver claramente esa de-
bilidad.

ISSN 2007-5383 version digital, ISSN 2007-5375 version impresa 75



JBstocdsticas

FINANZAS Y RIESGO

J. Rosales Contreras

Figura 2. VaR(99%) Normal e Intervalo de Confianza
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Fuente: Elaboracion propia.

Cuadro 4. Backtesting e Intervalos de Confianza para VaR(99%) Normal
Afio Datos | (Limlnf,VaR] (VaR,LimSup] | (LimSup,+) | Excesos
2005 99 1 2 3 5
2006 242 1 4 16 20
2007 243 1 0 3 3
2008 244 1 1 8 9
2009 242 0 0 1 1
2010 245 0 0 1 1
2011 246 0 1 4 5
2012 244 2 0 0 0
2013 244 1 0 3 3
2014 244 2 1 10 11
2015 118 1 1 3 4

Fuente: Elaboracion propia.
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Respecto al ES(97.5%), el intervalo de confianza de una colay el backtes-
ting para el modelo de SH se muestran en la Figura 3 y en el Cuadro 5.

Figura 3. ES(97.5%) SH e Intervalo de Confianza

14 T T T T T
WaR(H7.5%)
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Intervalo
de Canfianza ||
—— ES@5%) ||
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100 - —

80 — —

COP min

Aug-05 Aug-06 Aug07 Auig-08 Aug-9 Aug-10 Aug-11 Aug-12 Aug-13 Aug-14 Jur-

Fuente: Elaboracion propia.

Cuadro 5. Backtesting e Intervalos de Confianza para ES(97.5%) SH

Afio Datos (VaR,ES] (ES,LimSup] (LimSup,+o0) ASL
2005 99 3 3 0 0.714
2006 242 11 8 2 0.017
2007 243 3 1 0 0.966
2008 244 7 3 0 0.502
2009 242 0 1 0 ND

2010 245 1 0 0 ND

2011 246 6 0 0 0.999
2012 244 4 0 0 0.936
2013 244 4 0 0 0.972
2014 244 4 4 3 0.019
2015 118 1 2 1 0.143

Fuente: Elaboracion propia.
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En la Figura 3 se visualizan lineas para el VaR(97.5%), el ES(97.5%) y el
extremo superior del intervalo de confianza al 97.5% para este ultimo. Tam-
bién se grafican como puntos los excesos sobre el VaR(97.5%).

De ellos, seis caen por arriba de la cota superior del intervalo de confian-
za: 2 en el afio 2006, 3 en 2014y 1 en 2015 (ver la quinta columna del Cuadro
5). El nivel de significancia asintético, calculado mediante un proceso boots-
trap de 10 mil repeticiones, rechaza la hipétesis nula para 2006 y 2014, no
asi para 2015. Adicionalmente, este método no pude pronunciarse para los
afios 2009 y 2010, ya que, al existir un tinico exceso, no es posible estimar la
dispersidn de los excesos sobre el VaR. El intervalo de confianza para estos
afios permite concluir que el modelo es adecuado, entregando nuevamente
mas informacién que el backtesting.

La tnica discrepancia entre los métodos reside entonces en 2015. Como
se indicé en la seccion 2 la precision del ASL depende del tamafio de la mues-
tra, que en este caso es demasiado pequeiia (s6lo 118 datos y 4 excesos).

Para el modelo Normal, los intervalos de confianza de una cola y el bac-
ktesting para el ES(97.5%) se observan en la Figura 4 y en el Cuadro 6. Esta
Figura tiene escala logaritmica para su mejor visualizacion.

Figura 4. ES(97.5%) Normal e Intervalo de Confianza
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Aug-05 Aug-06 Aug-07 Aug-08 Aug-09 Aug-10 Aug-11 Aug-12 Aug-13 Aug-14 Jun-15

Fuente: Elaboracion propia.
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Cuadro 6. Backtesting e Intervalos de Confianza para ES(97.5%) Normal

Aifio Datos (VaR,ES] (ES,LimSup] | (LimSup,+) | ASL
2005 99 2 2 3 0.110
2006 242 3 4 16 0.000
2007 243 1 0 3 0.091
2008 244 4 1 8 0.007
2009 242 0 0 1 ND

2010 245 1 0 1 0.252
2011 246 1 1 4 0.069
2012 244 4 0 0 0.942
2013 244 2 0 3 0.173
2014 244 7 0 10 0.003
2015 118 3 1 3 0.045

Fuente: Elaboracion propia.

Los afios 2006, 2008, 2012 y 2014 proveen la misma conclusién mediante
pruebas de hipdtesis e intervalos de confianza. Los afios 2005, 2007, 2011 y
2015 generan la misma conclusion si se reduce el nivel de confianza (entre
96.5% para 2015 y hasta 88% para 2005). Igual que antes, no es posible pro-
bar la hipotesis para 2009 pero el intervalo de confianza indica un modelo no
valido para ese ano. Existen discrepancias entre los métodos para los afios
2010 y 2013, en que el método de intervalos de confianza rechaza la validez
del modelo mientras la prueba de hipétesis no encuentra evidencia suficiente
para hacerlo. Igual que antes, esto se debe a la combinacion de dos factores: a)
una muestra de excesos muy pequefia y b) la distribucién Normal no describe
adecuadamente el comportamiento de los factores de riesgo.

La primera dificultad se puede subsanar realizando la prueba de hipd-
tesis con los excesos combinados de 2, 3 o hasta 4 afos, lo cual le otorgaria
mayor precisidn, pero con el inconveniente de tomar decisiones sobre el mo-
delo de forma potencialmente tardia.

En el caso de SH, por ejemplo, tomando los excesos de periodos de dos
afios no existen discrepancias entre intervalos de confianza y pruebas de
hipétesis para ningtin periodo.
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Conclusiones

El resultado mas importante de este trabajo es la equivalencia entre el bac-
ktesting y el intervalo de confianza para cualquier métrica basada en el
estimador maximo verosimil de los factores de riesgo. En particular, se de-
mostraron resultados especificos para VaR y ES y se aplicaron empirica-
mente bajo las metodologias Simulacion Histérica y Normal, con resultados
generalmente consistentes y discrepancias que pueden depender de obser-
vaciones atipicas, de la bondad del modelo de estimacién o del hecho que en
diversos momentos se han usado aproximaciones.

La estrategia de intervalos de confianza tiene dos ventajas evidentes:
1) no se requiere acumular una muestra de métricas que permita probar la
hipétesis nula, ya que el intervalo se construye con la misma muestra que
se estima la métrica y 2) permite decidir, a diferencia de la prueba de hipé-
tesis, si el modelo esta siendo demasiado conservador, aun cuando el nime-
ro de estimaciones de riesgo sea “pequeno”. Gracias a esta combinacion de
propiedades la metodologia podria establecerse como un sistema de alertas
tempranas.

Una tercera propiedad, sobre la cual el Comité de Basilea estd poniendo
énfasis, es que las metodologias tradicionales de validaciéon de modelos no
toman en cuenta la magnitud de los excesos. El BIS se basa en ello —en-
tre otros motivos— para proponer el cambio de VaR a ES como métrica de
riesgo, pero aqui se observa que la metodologia de intervalos de confianza
permite incorporar la magnitud del exceso de forma natural, por lo que es
posible poner a revisién un modelo atn desde el primer exceso observado,
dependiendo si éste supero el limite superior del intervalo de confianza.

Por ultimo, la asimetria de los intervalos es un punto a destacar. Si bien
el intervalo (2.13) es simétrico por construccion, ello se debe a que se basa
en la distribucidén asintdtica de los estimadores MV, que es simétrica. Cuan-
do la distribuciéon supuesta de los parametros es tratable, como es el caso de
la distribucién Empirica, los intervalos no necesariamente son simétricos,
como se aprecia en la Figura 1.
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