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Resumen

La presente investigacion desarrolla un modelo para una economia es-
tocastica con mercados incompletos, la cual esta poblada por agentes
racionales adversos al riesgo. El modelo es ttil para analizar el proceso
de toma de decisiones, en un ambiente de incertidumbre, de un consu-
midor-inversionista que desea integrar un portafolio en un horizonte de
planeacidn finito, sujeto a dos restricciones: una de tipo presupuestal
que considera saltos de Poisson en la dindmica del precio de un activo
riesgoso y otra probabilista sobre la riqueza final. Asimismo, el trabajo
determina la regla de consumo 6ptimo y las proporciones éptimas de la
riqueza que el individuo debe asignar a cada uno de los activos disponi-
bles en la economia.

Clasificacion JEL: C02, D11, D91 y D81.

Palabras clave: Modelos estocasticos, comportamiento del consumidor, deci-
siones intertemporales, y riesgo de mercado.

Optimal Consumption and Portfolio Decisions with a Probabilistic Restic-
tion over Final Wealth: Diffusion-jump Process within a Finite Horizon.

Abstract

This paper is aimed at developing a stochastic model for an economy
with incomplete markets, which is populated by rational and risk-averse
agents. The model is useful to analyze the process of decision making in an
uncertain environment, of a consumer-investor who wishes to integrate a
portfolio within in a finite planning horizon, subject to two constraints: a
budget constraint that considers Poisson type jumps in the price dynam-
ics of a risky asset, and a probabilistic constraint on final wealth. This
research also determines the optimal consumption rule and the optimal
proportions of wealth the individual must assign to each of the available
assets in the economy.

JEL Classification: C02, D11, D91, and D81.

Keywords: Stochastic modeling, consumer behavior, intertemporal choice, and
market risk.
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1. Introduccion

Una de las caracteristicas notables en la dindmica de los mercados accio-
narios es que éstos, ocasionalmente presentan saltos bruscos e inespera-
dos, ya sea hacia arriba o hacia abajo, en los precios de los titulos y, por ende,
en los indices bursatiles que conforman. De hecho, cualquier inversionista
espera estar en un auge de magnitud excepcional y no estar en una caida
abrupta. Esta investigacion reconoce explicitamente en el proceso de toma de
decisiones de consumo y portafolio de un consumidor-inversionista racional
la existencia de saltos en los precios de los activos (titulos de capital) y una
restriccion probabilista sobre el nivel de la riqueza final.

En vista de los saltos observados en los indices bursatiles a finales de
2008y a principios de 2009 en los mercados financieros de casi todo el mun-
do, y su secuela, que desencaden6 una burbuja especulativa, es imprescindi-
ble modelar el comportamiento de los precios de los activos utilizando pro-
cesos estocasticos con saltos, asi como incorporar en el proceso de toma de
decisiones una restriccion probabilista sobre la riqueza final de los agentes.
Existe una extensa literatura sobre el modelado de saltos en los precios de los
activos; véanse, por ejemplo: Cox y Ross (1976), Merton (1976), Ball y Torous
(1985), Page y Sanders (1986), Cao (2001), Chandrasekhar Reddy Gukhal
(2004) y Venegas-Martinez (2001), (2006a) y (2008b), entre otros.

Aunque el problema de asignar proporciones de la riqueza a la tenencia
de los diferentes activos disponibles en los mercados financieros ha sido es-
tudiado ampliamente, poca atencion se ha puesto en este problema cuando
ocurren saltos repentinos y extremos en los precios de los activos y cuando
los inversionistas desean al final de su horizonte de planeacién (finito en este
caso) que su riqueza exceda un determinado umbral (nivel de subsistencia)
con cierta probabilidad; usualmente alta.

Esta investigacion extiende el trabajo de Gavira-Dur6n y Venegas-Marti-
nez (2011) y Venegas-Martinez y Lopez-Herrera (2013) al desarrollar un mo-
delo estocastico que analiza el proceso de toma de decisiones de un consumi-
dor-inversionista racional que desea integrar un portafolio en un ambiente
de riesgo de mercado, en un horizonte de planeacion finito, sujeto a dos res-
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tricciones: una de tipo presupuestal que incorpora saltos de Poisson en los
precios de los activos y otra probabilista sobre la riqueza final. La inclusion
de saltos en el comportamiento de los activos riesgosos y la consideracion de
un horizonte de planeacion finito, introducen en el modelado del proceso de
toma de decisiones de agentes racionales algunas dificultades: una de carac-
ter técnico en la determinacion de las condiciones necesarias del problema
de optimizacion correspondiente y otras sobre la unicidad de las soluciones
por la presencia de mercados incompletos (ya que los saltos no son activos
que negocien).

Esta investigacion esta organizada de la siguiente forma: en la seccion 2
se establecen las caracteristicas de la economia bajo estudio; en la seccion 3
se plantea el problema de optimizacidn del agente racional; en la seccién 4 se
resuelve el problema de optimizacién del agente bajo el supuesto de utilidad
logaritmica; en la seccién 5 se presentan las conclusiones. Por ultimo, dos
apéndices presentan los detalles de diversos resultados analiticos del pre-
sente trabajo.

2. Caracteristicas de la economia bajo estudio

Considere una economia que produce y consume un solo bien (el numerario) y
que esta poblada por un ntimero finito de individuos idénticos en gustos y do-
taciones que toman decisiones en un horizonte finito, [0,7']. La incertidum-
bre esta representada por dos espacios de probabilidad: el primero, asociado
con difusiones (pequefios movimientos que se observan todos los dias en los
precios de los activos), equipado con una filtracién, (€2, FW,(EW)E[O’T],PW) so-
bre el cual esta definido un movimiento browniano estandar, diw,~N (0,dt),
de tal forma que

E[dW,]=0

Var[dW ] =dt,

y en el segundo espacio de probabilidad, asociado con los saltos,
(Q,Fy,(Fy).qor Py), en el que esta definido un proceso de Poisson dN, con
parametro de intensidad ¢, de tal forma que:
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P, {un salto de longitud uno durante d¢} = P, {dN,= 1} = ¢d¢

y

P, {mas de un salto durante d¢} = P, {dN, > 1} = o(d?),
asi

P, {ningtn salto durante dt} = 1—¢dr + o(dr),

donde o(d¢) es tal que o(df)/dt - 0 cuando dz — 0. Observe que el
tiempo medio esperado entre dos saltos esta dado por 1/¢. Se puede tam-
bién mostrar facilmente que E, [dN,] = Var,[dN,] = ¢dz.

Todos los procesos estocasticos que se introduzcan en el analisis sub-
secuente se suponen adaptados a la filtracion producto, F, =F,, xF,, en
el espacio de probabilidad generado por P =P, ® P,, Asimismo, se supone
que todas las igualdades que involucran procesos estocasticos se cumplen P
- casi seguramente (es decir, con probabilidad uno). En todo lo que sigue, se
supone que todos los procesos estan bien definidos, sin establecer explicita-
mente las condiciones de regularidad que asi lo garanticen.

Las posibilidades de inversién, en los mercados financieros de la econo-
mia en cuestion, estan representadas por un bono de vencimiento instanta-
neo (el cual en automatico es cupodn cero), libre de riesgo de incumplimiento
(emitido por agentes que siempre cumplen las obligaciones de pago adquiri-
das), y que paga una tasa de interés (anualizada) constante a todos los plazos
y r continuamente capitalizable . La tasa r es real, es decir, los bonos pagan
intereses en términos de bienes. Se supone que el precio del bono, B,, y el
precio del activo riesgoso, S, tienen las siguientes dindmicas:

dB, = B rdt, (1)

dS =S (udt+odW, +vdN,), (2)
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donde 4 es el rendimiento medio anualizado de la accién, o esla desviacion
estandar de los rendimientos anualizados alrededor de # y v es el tamafio
medio esperado del salto. Se supone ademas que los procesos dW, y d N,
son independientes entre sf, lo cual implica que Cov(dW,,dN,)=0.

La dindmica de los mercados completos (bajo condiciones de no arbitra-
je) implica la existencia de una densidad (no necesariamente tnica) de pre-
cios de estado, &, que satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

d&, =& [rdt+ 2dW,—vA' (AN, — ¢dt)], (3)

donde

A=oc (u+6-r)y A=c(u+6-r)

son, respectivamente, el premio al riesgo y el premio al riesgo estandari-
zado de mercado. La razon de restar la media al proceso de Poisson en (3) es
asegurar que (ecuacion) Xt

X,=dN,-E,[dN,],

t

E,[dN,]=¢dt —¢dt =0, y en consecuencia X, es una martingala. El pro-
ceso & puede ser interpretado como el precio Arrow-Debreu por unidad de
probabilidad P de una unidad de un bien de consumo en el tiempo ¢. En este

caso la solucion de (3) estd dada por:

esto asegura que X, tenga media cero, en efecto X,=dN,—

E =& exp{(—r—éﬁzjjds—ﬂjdm +1n(1+v)j[st +v¢j!cds}

Se puede mostrar que &, es una martingala (ver Apéndice 1).

Cada agente en la economia esta dotado, al tiempo ¢ =0, con unariqueza
inicial a, y elige en cada instante la proporcién de su riqueza, 6,, que des-
tinara a la tenencia de la accién; la proporcién complementaria 1—-6, sera
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asignada al bono. En este caso, la dinamica del proceso de riqueza real del
agente a, esta dada por (ver apéndice 2)

B a ¢ 1 il
#: a, +Bo_([BTa”9” (:U_r)d“"'BoG.([BTaueu dw,

t u u

- - 4)
+B,0[—a,0,dN, - B, [ —c,du, 0<I<T,
OB OB

u u

esta restriccion, en términos de la densidad de precios de estado, es equi-
valente a

E|:_[OT cedt+¢&ra; |F;:| = G- (5]

Se supone que el consumidor representativo obtiene satisfaccion por el con-
sumo del bien numerario. La utilidad esperada del tipo Von Neumann-Mor-
genstern, V, al tiempo ¢ de un individuo representativo, adverso al riesgo y
competitivo (tomador de precios) tiene la siguiente forma:

VtEEUtTu(cs)e_psds|F,}, (6)

donde ¢, es el consumo al tiempo ¢y p eslatasa subjetiva de descuen-
to. Asi pues, el consumidor toma decisiones de consumo y portafolio de tal
manera que se maximice su satisfaccion total descontada. Es decir, el con-
sumidor desea determinar la regla de consumo y las proporciones de su ri-
queza que va a asignar, en cada instante, a los diferentes activos disponibles
en la economia de tal forma que su satisfaccion por el bien de consumo sea
la maxima posible. Se supone que la funcién de utilidad u(-) es dos veces
continuamente diferenciable, estrictamente creciente, estrictamente concava
y con lim_ u'(x)=oc0 y lim_, u'(x)=0.Se impone la restriccién de que
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lariqueza del individuo representativo exceda un determinado umbral, a, de
tal manera que

P(a,2a)=1-p. (7)

3. Solucion del problema del agente racional

A continuacién se plantea el problema de un consumidor representativo que
maximiza utilidad, expresada en (6), por el bien de consumo en donde en
lugar de utilizar la restriccién (4) se utiliza su equivalente en funcién de la
densidad de precios de estado &,, dada en (5). Asimismo se impondra la con-
dicién (7) de que su riqueza exceda un determinado umbral, a, con cierta
probabilidad. Asi pues, considere el problema:

Maximizar E UOT u(c,)e™”dr | FO}

G
T
sujeto a. EUO Scdt+E.a, | E)} =a,, a, dado,

P{aT2g|E)}:1—ﬂ.

Observe que la ultima restriccion se puede reescribir como:

Pla, 2 a|F)}=E[&(a, -a)l,, ., | F,]-1- 4

En este caso se ha empleado el hecho de que &, =1. El Lagrangeano, £, del
problema de optimizacion esta dado por:

L=u(c)e” —née, +ylu(a)e ™ —u(@)e ™ & (a, —a)ll,, .,
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donde 77 y ¥ son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriccio-

nesy y'#

primer orden para una solucion interior son:

oL

0=—= u'(CZ)€7'm _nét’

oc

t

lo cual conduce a

c, =1(née™)

donde /= (u)"', y

oL

0= a_ = u'(ar) _l//(ﬁ)gra

Cr

lo cual implica que

ap =1(ny'&e™).

(8)

(?)

4. Problema de optimizacion con utilidad logaritmica

es tal que se asegure que P(aT > g) =1- f. Las condiciones de

A continuacion se utiliza la siguiente forma funcional especifica para la fun-

cion de utilidad:

u(c,) =In(c,)

En este caso, la condicion necesaria de optimalidad expresada en (8) conduce

a.
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paratoda 1t €[0,7T] y

-pT
eP

:m//(ﬂ)ng- (11)

dar

En este caso, al sustituir (10) en (5), se sigue que

a=¢ B[ [ Gedi+ &a, |F | =& B [ e ety e | F,

=& [ ey O e = a7 gy = A7
donde 4" =(1—e ")+ (e /y'").Es decir,

¢, = Aa,.

En otras palabras, el consumo es proporcional a la riqueza, esto es, el con-
sumidor siempre consume la proporcién A de su riqueza real a,, indepen-
dientemente del nivel de esta ultima. Observe también que el multiplicador
w'?) es tal que:

Pla, 2a|F}=P{£2& | Ff=1-p

o equivalentemente

Pla, <a|F}=P{§ 2 ¢ F| =B,

donde

—pT

(8

NN
I
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Asf ) satisf,
Sl pues satisface
-pT

» _ €
éna

74

donde ¢ es tal que P{ﬁT > | FO} = . Observe también que a partir de (10)

e
Ctgt =
n
Por lo tanto,
e ¥
a =
lgl A77

Es decir,
dIn(a,) +dIn(&,) = —pdt

Después de tomar esperanzas condicionales en la expresion anterior, se si-
gue que

E[din(a,) | F;]=—[E[dIn(¢, ) | F;]+ pd?].

Ahora bien, en virtud de que d&, ==& [rdf+ AdW, —vA'(dN, — ¢dt)], se

obtiene:

E[dIn(&) | F]= {—(r + 14)+ %22 + r/lqﬁln(wlfl)}dt .

Siseiguala E[dIn(a,) | F,] con —[E[dIn(&) | F,]+ pdt], se tiene que
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r+0(u+o-r)- A—%efaz + $In(a,0v) = —(r + Ad) +é,12 +rA¢In(VAE)

Al derivar la expresién anterior con respecto de 6, se sigue que

(u+6-r)-6, 0'2+g:O,

t

lo cual implica que las componentes de difusion tienen que ser iguales, es decir;

OocdW, = AdW,
esto implica que
=0=t+"" (12)
o)

Por otro lado, al igualar las partes deterministas se tiene que
r+0,(u+6-r)—-p—A=r—vi'¢ (13)

y si se sustituye (12) en (13), se obtiene el valor de A de manera endé-
gena, el cual satisface

HU+o—r 2 ,
A=| — | +Avp—p.
o

Asimismo, las partes de saltos conducen a la identidad

Ov=vA,
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es decir,
O=V=c"(u+5-r),

Este resultado coincide plenamente con (12) y determina la proporcion de la
riqueza real del individuo que éste asigna a la tenencia del activo riesgoso en
un horizonte de planeacion finito, sujeto a una restriccién presupuestal y otra
probabilista sobre el excedente de su riqueza final con respecto de un umbral
predeterminado.

5. Conclusiones

En el proceso de integracion de portafolios tradicional se consideran bonos
libres de riesgo de incumplimiento (emitidos por un gobierno) y activos ries-
gosos, titulos de capital (emitidos por corporativos que cotizan en bolsas), en
los modelos teoricos utilizados en este proceso no contemplan las recurren-
tes alzas y bajas abruptas que se han observado en los mercados financieros
en los ultimos afios. De esta manera son escasos los trabajos que propongan
modelos de decision, en el marco de maximizacion de utilidad en un hori-
zonte finito, que consideren portafolios que incluyan difusiones con saltos
en la dindmica estocastica de los precios de los activos ademas de incorporar
restricciones probabilistas sobre el nivel de riqueza final del agente. El pre-
sente trabajo ha desarrollado un modelo estocastico que describe el proceso
de toma de decisiones de un consumidor-inversionista racional para integrar
un portafolio en un ambiente de riesgo de mercado con saltos bruscos e ines-
perados en los precios de los activos estando sujeto a dos restricciones: una
de tipo presupuestal y otra probabilista sobre la riqueza final.

La agenda de investigacion futura, sin duda, debe tomar en cuenta la in-
clusion de productos derivados (en particular opciones) en la restriccion pre-
supuestal a fin de que el agente pueda cubrirse contra el riesgo de mercado.
Por ejemplo, si el agente adquiere una opcién de venta de tal manera que si
el precio del activo riesgoso cae por debajo de un precio de ejercicio (esta-
blecido con anterioridad), entonces el agente puede vender el activo a dicho
precio de ejercicio, reduciendo su margen de pérdida.
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Apéndice 1

Observe que

E, {% Ft} =e""E, {exp {—élz(T —) =AW, - W)H X

Ey[exp{In(1+vA)(N, = N,)—vA'§(T - 1)} |

1.2 1.
oy —AN(T=t)+=A"(T—t) (VA N
_ o0, 2 AT 1) v T

_ o1 (T=0) A HT—0) = §(T=1) _ [=r(T=1)
Lo que establece que ¢, definida en (3), es una martingala.

Apéndice 2

Note que
da,=a,|r+6,(u+5-r)|di+abodW,+abvdN,-cdt

implica

Boj dbfl” = Boj.%au [r+ 0, (,u—r)]du +Boaj.5;au9u dw +.
0

0 u 0 u u

¢ 1 ¢ 1
Byv[—a,0,dN, - B,[—c,du.
0 Bu 0 Bu

Pero
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Al sustituir la altima ecuacién en la penultima, se obtiene

B £ 01 (1
%:ao+BOJ)‘B—aMGM(y—r)du+Boo-_([Eau9udVKl—BO.([Ecudu,

t u u u

lo cual proporciona la ecuacion (4).
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