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RESUMEN

En este trabajo, bajo el supuesto de que la tasa de interés es conducida
por el modelo de Heath-Jarrow-Morton (1990 y 1992), se determinan
las decisiones dptimas de portafolio de un agente que desea maximizar
su utilidad total esperada del tipo von Neumann-Morgenstern en un ho-
rizonte de planeacion infinito. Para ello se establecen los supuestos que
determinan la dinamica de la tasa corta en un mundo neutral al riesgo y
se obtienen las condiciones de primer orden del problema de optimiza-
cion del consumidor a partir de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) de la programacion dindmica estocastica en tiempo continuo.

Clasificaciéon JEL: G11, P36, C61.

Palabras clave: Decisiones de portafolio, consumidor racional, tasa
forward y programacion dinamica estocastica en tiempo continuo.

Optimum portfolio decisions when the forward rate follows
the Heath, Jarrow and Morton Model (HJM): a utility maximi-

zation model.

ABSTRACT

In this paper, under the assumption that the interest rate is driven by the
model of Heath-Jarrow-Morton (1990 and 1992), the optimal portfolio de-
cisions of an agent who wishes to maximize his total expected utility of the
type von Neumann-Morgenstern in infinite planning horizon are deter-
mined. To do this, the assumptions that settle on the dynamics of the short
rate on a risk-neutral world are established and the first order conditions
of the optimization problem of the consumer are derived from the equa-
tion of Hamilton-Jacobi-Bellman (H]B) of the continuous time stochastic
dynamic programming.

JEL Classification: G11, P36, C61.

Keywords: Portfolio decisions, rational consumer, forward rate continu-
ous time stochastic dynamic programming.

146 Volumen 3, ntimero 2, julio - diciembre, 2013



Decisiones optimas de portafolio... ES{E@@@S@@@,

FINANZAS Y RIESGO

1. Introduccion

na de las contribuciones de Richard Bellman (1957) a la teoria de opti-

mizacion es el método de programacion dinamica, el cual ha mostrado
ser una herramienta util en la solucion de problemas de optimizaciéon cuando
se toman decisiones en varias etapas; o en tiempo continuo en el caso limite.
Dicho método se basa en el principio de optimalidad, el cual establece que
dada una politica dptima, cualquiera de sus subpoliticas es también 6ptima.
Bellman y Dreyfus (1962) encontraron que el método era aplicable al calculo
de variaciones y a problemas de control 6ptimo. Por su parte, Kalman (1960
y 1961) encontro la relacion entre la programacién dindmica y la ecuacion de
Hamilton-]Jacobi en problemas de control. Por ultimo, Kushner (1971) pro-
puso la version estocastica en tiempo continuo de la programacion dinamica.
Para conjuntar las contribuciones de Hamilton, Jacobi y Bellman, con lo que
se hace referencia a la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). En el caso
estocastico ésta es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden.

Cuando el comportamiento de las variables econémicas y financieras en
el tiempo es aleatorio, se utiliza el concepto de proceso estocastico para mo-
delar su dindmica. De manera muy frecuente, el movimiento browniano se
encuentra de manera implicita o explicita en gran parte de la economia fi-
nanciera, incluyendo las matematicas financieras, cuando de ambientes esto-
casticos en tiempo continuo se trata; véanse por ejemplo, Venegas-Martinez
(2001), (2006a y 2006b), (2008), (2009 y 2010), Hernandez-Lerma (2005
y 1994), White (1980) y Bjork, Myhrman y Persson (1987), entre muchos
otros. Por otro lado, en los trabajos pioneros de Merton (1969 y 971) se estu-
diaron las decisiones de portafolio, bajo incertidumbre, en tiempo continuo
en un horizonte infinito. Posteriormente, Harrison y Kreps (1979), y Harri-
son y Pliska (1981) relacionan el concepto de martingala con el problema de
decision de un consumidor-inversionista racional.

En este trabajo se examinan las decisiones 6ptimas de portafolio de un
consumidor racional, es decir, de un individuo que maximiza su satisfaccion
por el consumo de un bien genérico. Las caracteristicas distintivas de esta
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investigacion con respecto de la literatura especializada en el tema son: 1) la
tasa de interés sigue el modelo Heath, Jarrow y Morton (HJM); 2) proporciona
férmulas cerradas para las proporciones éptimas de la riqueza que el agente
destina a la tenencia de activos; y 3) la propensién marginal al consumo no
es constante y depende de la dindmica de la tasa forward.

La presente investigacion esta organizada como sigue: en la siguiente
seccion se establece la dindmica estocastica de la tasa de interés instantanea;
en la seccién 3 se plantea el problema de decisiéon del consumidor-inversio-
nista racional; en la seccidn 4 se obtienen las decisiones 6ptimas de porta-
folio del agente; y, por ultimo, en la seccion 5 se presentan las conclusiones,
destacando las limitaciones y proponiendo una agenda de investigaciéon para
enmendar las mismas.

2. Dinamica estocastica de Ia tasa corta

Considere un movimiento browniano estandar (VK )te[ 017 definido sobre un es-
pacio fijo de probabilidad con su filtraciéon aumentada (Q,F,(]Ft)te[ 01] ,P).El
modelo Heath-Jarrow-Morton (1990 y 1992)supone que la dinamica de la tasa
forward, f(¢,T), se especifica exégenamente mediante la siguiente ecuacion

diferencial estocastica:
df (,T) = a(t,T)dt + B(1,T)dW,. (1)

Las funciones a(¢,T)y f(¢,T) satisfacen las siguientes propiedades

]: ak ak
Jar oT

2
ds < o0 (2)

a(s,T)

7 B(s.T)

k

T
ds<ooYI
0

con k=0,1,2. Por otro lado, el precio del bono cupén cero esta dado por la
siguiente expresion:
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b=e. (2)

donde

I,==[f(t,9)ds, 3)

En esta investigacion se considera el caso particular:

p.T)=6,. (4)

Para obtener la diferencial del bono, db,, es necesario hacer uso de la regla
de Leibnitz, esto es,

=— dt
ot
_ | [(for () dr dr
_ _U ~ dt]du+f(t,T) f(t,t) dt}di
=— T_dﬁfg;u) u+f(t,t)dt},
=— j‘df(t,u)du+f(t,t)dt}

Si se sustituye df en la ecuacion anterior se obtiene
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dz,:—ﬁao,u)du{fﬂ(w)du]dvz—r,dr}, 5

En virtud de que), (It) =e ™", es necesario utilizar el lema de It6 para
obtener el cambio marginal en el precio del bono, db p lo cual conduce a

db, = b,[,; —j.a(t,u)du+%[j[ﬂ(t,u)]z}dt—(_!T.,B(t,u)dude,. (6)

A partir de la expresion (6), en un mundo neutral al riesgo, debe cumplirse
que

ja(l,u)du:%ﬁﬂ(t,u)dulz. 7)

Al derivar la expresion anterior con respecto de ¢, se sigue que

d@a(t,u)du] d{;@ﬂ(hu)duﬂ

dr dr
Es decir,
dr dr (¢ dr dr
a(tT) -a(tt) = Uﬂ(r,u)dujﬂ(t,T)d—T—ﬁ(t,t)d—T,

lo cual implica que

a(t,T)

t

Uﬂ(fau)du]ﬂ(t,T)j_;

150 Volumen 3, ntimero 2, julio - diciembre, 2013



Decisiones optimas de portafolio... ES@@@éSti@@,

FINANZAS Y RIESGO

En este caso, en virtud de (4), la expresién anterior se reduce a

a(t,T)==6]| | du|==67(T-1). (8)

Lo anterior conduce a una expresién del cambio porcentual del pre-
cio del bono de la forma

%?=nw—&AT—OdW,

t

(7)

Esta ecuacion diferencial estocastica sera anadida, en la siguiente sec-
cion, a la restriccion presupuestal de la riqueza del consumidor.

3. Problema de decision del consumidor racional

En esta seccion se resuelve el problema de decision de portafolio de un indi-
viduo que tiene vida infinita y busca maximizar su utilidad total esperada y
descontada. Este agente tiene acceso a dos activos: un bono libre de riesgo
de incumplimiento (emitido por el gobierno) y un titulo de capital (un activo
riesgoso) emitido por una emisora de una bolsa de capitales. De esta manera
el problema de control 6ptimo estocastico que el individuo desea resolver
esta dado por:

Maximizar  E| |u(c,) e U ds +u (a;)e”|F

t

~ — N

s.a
(10)
da, :a,(l—é’,)%+aﬁ,%—c,dt
bl‘ Sl
dr, = (w + &zt] dt+6.dw,.
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donde el pardmetro ¢ representa la tasa subjetiva de descuento (la cual ex-
presa qué tan ansioso esta el individuo por consumir en el presente). El nivel
de consumo va a depender de la riqueza real, a,, y el cambio porcentual de
ésta, dat, la cual va a estar determinada por los rendimientos de la tenencia
de bonos y de un activo riesgoso. Se supone que el activo riesgoso de precio
(en términos de bienes), st, sigue un movimiento geométrico browniano, (cf.
Black y Scholes, 1973) es decir,

ds, = (pudt+o0.dU,)s, -

Los términos 1,y 0, son los parametros de tendencia y volatilidad, respecti-
vamente. El proceso que modela el riesgo de mercado es un proceso de Wie-
ner estandarizado, es decir, Utpresenta incrementos normales independien-
tes (véase Karatzas, 1991) de tal manera que

E[dU,]=0

Var[dU,]=dr .
Asimismo, se supone que los procesos dU, y dW, satisfacen
Cov(dU,,dW,) = pdt.

A fin de encontrar soluciones cerradas, se propone una funcién de utilidad
logaritmica de la forma u (ct) = ln(ct) (véase Karatzas, 1991). Este problema
de decision del consumidor racional puede ser resuelto mediante optimiza-
cion dinamica estocastica en tiempo continuo (o control 6ptimo estocastico).
El control es el consumo y la variable controlada es la riqueza. Para ello se
plantea una funcién de valor de la forma:

T
J(ara’?at) =E Iln (cs)ef‘s(T”)dS 4 ln(aT)efﬁ(Tft)

A
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‘F,-}
T

=E|In(c,)e " ds +o(dt) +In(a, )e " + I In(c,)e " ds +1In(a, )e™

t+dt
[ln(cs)e_w_’)ds +o(dt)+1In(a;)e ™" +J (a, +da,r, +dr, 7 +dr) fj
d

la cual permite definir recursividad, es decir,

12712

t+dr T
J(a,r,t)= E{ J. ln(cs)efg(Tfr)dS+ln(aT)ef‘$(T7’) + I ln(cs)eJ(T*’)ds+ln(aT)ef5t

t t+dt

E}

I
t

:E[ln(cs)eE(Tt)ds+0(dt)+ln(aT)e5(Tt)+J(a r,t)+dJ (a,.r,t)

1271 12712

Al aplicar el lema de It0, se sigue que

0= E[ In(c,) e dt+0 (df)+In(a;) e 4 Jdt+J da, +J dr,

+ %(Jaadat2 +J dr’ + 2deatdrt) | A J
Equivalentemente,

0= E{ In(c,)e o= 4 ln(at)e_a(T_’) +J dt

+J,a [9 (pdt+0,dU,)+ (10,)(r,dz&r(T—r)dW,)idzj
at

+J, ([% +62(T- t)]dz + &rdW,j

t

+2 g (620 +(1-0) 62 (T=1) +6,(1-0) 0.5, (T ~1)p)

ra”t

‘]2( )+ J,a,(67 (1-0)(T - z)m@)dz\f}
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Al tomar la esperanza y dividir todo sobre dt y tomar el limite cuando dt¢ tien-
de a cero, se tiene que:

0=n(e)e " vinla)e T, 5200, +(01-0)r |1

J E%ﬁ”h&f (T—t)] + J;’ a? (efaf +(1-6,) 62(T—1) +

+6,(1-6,)0,6,(T 1) p)+

rat

%(eﬁdz)u a,(6*(1-0)(T—1)+66p) 3

La expresion anterior se conoce como la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bell-
man (HJB), la cual es una condicién necesaria de maximo.

4. Decisiones optimas de portafolio

A continuacion se deriva la ecuacién (12) con respecto a cada una de las va-
riables de decision, i.e., con respecto del consumo, c, y la proporcion de la
riqueza que se asigna a la tenencia del activo riesgoso. De esta manera,

o-Ler_;

a
Ct

0=Ja, (i —r)+ Jzaa at (2007 ~2(1-0)67 (T 1)’ +(1-20) 0,6, (T 1) p)

a

ra~t

+J a (—&f(T—t)+&rp),
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lo cual conduce a

2(J,a, (1, 1)+ J,.a,(-67 (T =1)+6,p))
J o

)62 (T —1) +(1-26,)0,6,(T~1)p

=26,02-2(1-6

t

Por lo tanto,

0(-07 -6 (T-1) +0,6,(T-1)p)
. Jaat (/us _7;)+Jraat(_6r2 (T_t)+5p)

2
Jaa at

: 2

Asi,

Joa,(p— 1)+ J,a, (=62 (T 1)+ 6p) = J ,a’6> (T 1) +J,,a° 0,6,(T~1)p

0 _ a 2aa t r aa 't 2
J (-7 =T 1) +0.6,(T-1)p)

(13)

Se propone ahora como candidato de solucion de la funcién de
valor a (véase Venegas-Martinez, 2006a)
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J(a,r,t)=(In(a,)+G(r))e "™,

donde G(l;) tiene segunda derivada continuay 1/ G(7,) representa la
propension marginal al consumo, se sigue que

J :_5(ln(az)+G(I;))e_‘5(T"); J :_6—5(T—t); J =——e_5(T_t)-

t

La conveniencia de introducir G(l;) en la funcion de valor como un término
que se afiade ln(at) es que de esta manera G(r,) solo intervendra en la de-
cision de consumo y no en las de portafolio. Si se sustituyen las expresiones
anteriores los 6ptimos para el consumo, ¢, y la proporcion, 6, se tiene que

aq,

" G(n)

Ja, (1, -1)+J ,0,(-6 (T =1)+6p)-J a6} (T-1) +J azw

ra’t aa”"t Tr aa”'t

aat

J az(—of—6'f(T—l)2+0S6r(T—t)p)

5(7) o) o <0 66 (T-1)p
eat a’('us_r)Jreat at(—O'Z(T—t)+a,o)—e_at2 afaf(T—t)2+e_at2 0,2 (2 )
e—(S(T—t) ) , s B
o a, (—as -6 (T-1) +0S0r(T—t),0)
t
(=)= (71 + 2102
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La expresion anterior proporciona la proporcién 6ptima de la riqueza que el
individuo asigna a la tenencia del activo riesgoso y es independiente de G(7).
Obviamente, la proporcién complementaria 1 — 6, es destinada a la tenencia de
bonos. Como puede observarse, la proporcion 6ptima de la riqueza que se asig-
na a la tenencia del activo riesgoso depende del excedente que el rendimiento
medio del activo riesgoso (una accion) tiene sobre la tasa de interés. Asimismo
dicha proporcién depende de las volatilidades de la tasa y de la accién y del
coeficiente de correlacion entre los factores de riesgo.

5. Conclusiones

En esta investigacion, en un ambiente de riesgo de mercado y bajo el supuesto
de que la dinamica estocastica de la tasa de interés instantanea es conducida
por el modelo de Heath-Jarrow-Morton (HJM), se determinan las decisiones
optimas de portafolio de un agente que desea maximizar su utilidad esperada
del tipo von Neumann-Morgenstern por un bien genérico de consumo en un
horizonte de planeacién infinito. Para ello se establecen los supuestos que
determinan la dindmica de la tasa corta en un mundo neutral al riesgo y se
establecen las condiciones de primer orden del problema de optimizacién
del consumidor racional a partir de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) de la programacion dindmica estocastica en tiempo continuo.

Es importante destacar que modelo propuesto permite encontrar for-
mulas cerradas para las proporciones 0ptimas de la riqueza que el agente
destina tanto a la tenencia bonos como de titulos de capital. Otro resultado
importante es la propension marginal al consumo no se es constante y de-
pende de la dindmica de la tasa forward, la cual es conducida por el modelo
de Heath-Jarrow-Morton (HJM).

En la agenda de investigacion futura se revisara el caso de difusiones
combinadas con saltos tanto para la tasa de interés como para el activo ries-
goso. Por ultimo, es importante destacar que los resultados dependen de la
forma funcional particular del indice de utilidad, el analisis podria extender-
se hacia otras especificaciones alternativas.

Volumen 3, ntimero 2, julio - diciembre 2013, pp. 145-160 157



Bstocistica

FINANZAS Y RIESGO

Bibliografia

Bellman, R. (1957). Dynamic Programming. Princeton University Press. Princ-
eton, N. J.
. and S. Dreyfus (1962). Applied Dynamic Programming. Princeton
University Press. Princeton, N. J.
Black, F. and M. Scholes (1973). “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”,
Journal of Political Economy, Vol. 81, No. 3, pp. 637-654.
Bjork, T, J. Myhrman, and M. Persson (1987). “Optimal Consumption with Sto-
chastic Prices in Continuous Time”". Journal of Applied Probability, Vol. 24, No.
1, pp. 35-47.
Harrison, J. M. and D. M. Kreps (1979). “Martingales and Arbitrage in Multiperiod
Security Markets”, Journal of Economic Theory, Vol. 20, No. 3, pp. 381-408.
.and S. R. Pliska (1981). “Martingales and Stochastic Integrals in the
Theory of Continuous Trading”, Stochastic Processes and their Applications,
Vol. 11, No. 3, pp. 215-260.
Heath, D., R. Jarrow, and A. Morton (1990). “Bond Pricing and the Term Structure
of Interest Rates: A Discrete Time Approximation”. Journal of Financial and
Quantitative Analysis, Vol. 25, No. 4, pp. 419-440.

. (1992). “Bond Pricing and the Term Structure of Interest Rates: A
New Methodology for Contingent Claims Valuation”. Econometrica, Vol. 60,
No. 1, pp. 77-105.

Hernandez-Lerma, O. (2005). Control éptimo y juegos estocdsticos. EMALCA, CI-
MAT, Guanajuato, México.

. (1994). Lectures on Continuous-Time Markov Control Processes.
Aportaciones Matematicas 3, Sociedad Matematica Mexicana.

Kalman, R. E. (1960). “A New Approach to Linear Filtering and Prediction Prob-
lems”. Journal of Basic Engineering, Vol. 82, pp. 35-45.

.and R. S. Bucy (1961). New Results in Linear Filtering and Predic-
tion Theory. Journal of Basic Engineering, Vol. 83. pp. 95-107.

Karatzas, I. and S. E. Shreve (1991). Brownian Motion and Stochastic Calculus. Sec-
ond Edition, Springer-Verlag, New York.

Kushner, H. ]. (1971). “Introduction to Stochastic Control”. Holt Publications. New
York.

Merton, R. C. (1969). Lifetime Portfolio Selection under Uncertainty: the Continuous
Time Case, Review of Economics and Statistics, Vol. 51, No. 3, pp. 247-257.

] 58 Volumen 3, numero 2, julio - diciembre, 2013



Decisiones optimas de portafolio... ES{E@@@S@@@,

FINANZAS Y RIESGO

. (1971). “Optimum Consumption and Portfolio Rules in a Continu-
ous-Time Model”, Journal of Economic Theory, Vol. 3, No. 4, pp. 373-413.

Venegas-Martinez, F. (2001). “Temporary Stabilization: A Stochastic Analysis”.
Journal of Economic Dynamics and Control, Vol. 25, No. 9, pp. 1429-1449.

. (2006a). “Stochastic Temporary Stabilization: Undiversifiable De-

valuation and Income Risks”. Economic Modelling, Vol. 23, No. 1, pp. 157-173.

. (2006b). “Fiscal Policy in a Stochastic Temporary Stabilization
Model: undiversifiable Devaluation Risk”. Journal of World Economic Review,
Vol. 1, No. 1, pp. 13-38.

. (2008). “Real Options on Consumption in a Small Open Monetary
Economy”. Journal of World Economic Review, Vol. 3, No. 2, pp. 105-115.

.(2009). “Temporary Stabilization in Developing Countries and Real
Options on Consumption”. International Journal of Economic Research, Vol. 6,
No. 2, 237-257.

.(2010). “Fiscal Policy in a Stochastic Model of Endogenous Growth:
the Mexican Case”. Indian Development Review, Vol. 8, No.1-2, pp. 139-157.

White, D. ]. (1980). Recent Developments in Markov Decision Processes. R. Hartley,
L. C. Thomas, and D. ]. White, Eds., Academic Press, New York.

Volumen 3, ntimero 2, julio - diciembre 2013, pp. 145-160 159






