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RESUMEN

Este trabajo presenta una propuesta para valuar opciones con
distribuciones « -estables en el dominio del espacio y del tiempo.

La valuacién toma como punto de partida la medida neutral al

riesgo para distribuciones estables propuesta por McCulloch (2003).
Posteriormente se recurre a diversos métodos numéricos que
permiten aproximar las funciones de densidad y de distribucién de
variables aleatorias « -estables tal y como lo sugieren Nolan (2009) y
Borak y Weron (2005).

Clasificacion JEL: G11, G12, G13.
Palabras clave: Productos derivados, analisis de riesgos.

ABSTRACT

This paper presents a proposal for valuing options with « -stable
distributions in the domain of space and time. The valuation takes

as its starting point the risk-neutral measure for stable distributions
proposed by McCulloch (2003). Subsequently, various numerical
methods useful to approximate the density and distribution functions
of o -stable random variables, as suggested by Nolan (2009) and
Borak and Weron (2005), are applied.

JEL Classification: G11, G12, G13.
Keywords: Derivatives, risk analysis.
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Valuacion de opciones sobre activos subyacentes...

1. Introduccion

I modelo de Black-Scholes-Merton, (1973) tiene como punto de partida

que el precio del activo subyacente del producto derivado es gobernado
por un movimiento geométrico browniano (tendencia exponencial y fluctua-
ciones normales), lo cual conduce, al aplicar el lema de It !, a rendimientos
logaritmicos normalmente distribuidos. El modelo de Black-Scholes-Merton
ha sido claramente un punto de referencia para muchas propuestas de va-
luacién de opciones. Muchos de los modelos disponibles en la literatura es-
pecializada, generalmente, modifican alguno de los supuestos originales del
modelo de Black-Scholes-Merton (BsM). Las nuevas propuestas se generan
por el hecho de que el modelo no captura algunas de las caracteristicas que
se presentan en las series financieras. Dentro de las caracteristicas no cap-
turadas por el modelo de Black-Scholes-Merton se tienen las asimetrias que
presentan las distribuciones empiricas de los rendimientos, asi como el gran
peso en sus colas véase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008). Estas caracte-
risticas son provocadas por la frecuencia y la magnitud con que se presentan
movimientos extremos en los rendimientos, tanto positivos como negativos.

La ecuacion diferencial parcial asociada al modelo de Black-Scholes-Mer-
ton es una ecuacién que se transforma, bajo cambios de variables, en la ecua-
cién clasica de difusion de calor, la cual al ser resuelta y después de invertir
los cambios de variables conduce a la determinacion del precio teérico de una
opcion europea de compra. Lo anterior establece la analogia entre el compor-
tamiento de la difusion de calor y el comportamiento de los rendimientos de
los subyacentes. Esta analogia permite intentar remediar carencias presentes
en el modelo de Black-Scholes-Merton mediante la generalizacion de la ecua-
cién de difusién clasica a una ecuacién de difusién “anémala”. La ecuacién de
difusion anomala se obtiene mediante caminatas aleatorias a tiempo conti-
nuo en donde los tiempos entre los pasos son aleatorios; véase, por ejemplo,
Montroll y Weiss (1965). Los modelos de caminatas aleatorias a tiempo con-

' Veéase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008) para una discusion completa del lema de Ito.
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tinuo con tiempos aleatorios en saltos de particulas son empleados en fisica
estadistica para modelar difusién anémala donde una nube de particulas se
esparce a una tasa diferente a la del movimiento browniano clasico, lo cual
puede conducir a distribuciones asimétricas con colas pesadas. El comporta-
miento de la difusién anémala se asocia a una distribucién « -estable simétri-
ca o aunadistribucién « - estable sila difusion es influenciada por campos de
fuerzas externas, véanse al respecto Li (2003); Gorenflo y Mainardi (1998);
y Meztler y Klafter (2000). La difusién anémala tiene caracteristicas que se
pueden aprovechar para modelar hechos estilizados en el comportamiento
de los rendimientos, por lo que es factible suponer que los rendimientos son
distribuidos de manera « -estable.

El presente trabajo de investigacion esta organizado de la siguiente ma-
nera, en la préxima seccion se presenta el planteamiento del modelo de va-
luacion de opciones con distribuciones estables; en la seccién 3 se emplea su
ajuste exponencial en una funcién de densidad estable, neutral al riesgo, para
caracterizar el precio de una opcién europea de compra; en la seccién 4 se
revisan algunos casos particulares de los posibles valores que pueden tomar
los parametros en la prima de una opciéon de compra; en la seccién 5 se ana-
liza el caso de una opcién de venta; en la seccidn 6 se discute sobre el caso de
una opcion con pago continuo de dividendos; en la seccién 7 se discute acerca
del impacto en el precio de la opcién por colas pesadas y asimetria de las dis-
tribuciones estables y se lleva a cabo un analisis comparativo con el modelo
clasico de Black-Scholes-Merton; por su parte, en la secciéon 8 se examina el
impacto en el precio de la opcién por parametro de escala; por dltimo, en la
seccion 9 se presentan las conclusiones en donde se destacan las ventajas
y limitaciones de la valuacion sobre activos subyacentes con distribuciones
estables.

2. Planteamiento del modelo de valuacion

Para calcular el precio de una opcién europea de compra mediante el enfoque
probabilista con distribuciones estables, se supone inicialmente que el activo
subyacente es una accién que no paga dividendos durante la vida del contrato
y que los rendimientos logaritmicos en un mundo neutral al riesgo son con-
ducidos por

dInS, = (r— Sy secO)r +dY, (1)
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donde Y, tiene funcion de densidad
Jon (ﬁ;a,ﬁ,yt 1“)

asociada a la funcién de cumulantes (el logaritmo de la funcién caracte-
ristica)

v (k) =—y21SecO(ik)* +yitsec 9{1 —-(1- ik)“}

con

1-4 1+ ar
a: a’ a: a 9: X
4 (—2 j7 4 (—2 jy y 5

Si se escribe (k) =In¢@(x), en virtud de que @(x), satisface
j (1) dic < 0

se tiene entonces que

o0

fn) =5 e g

La expresién anterior es conocida como la transformada inversa de Fourier.
En este caso, el precio o la prima, C(S,,?), de una opcién de compra europea
en ¢ con precio de ejercicio K y vencimiento 7', estd dado por el valor espe-
rado del valor presente del valor intrinseco, es decir,

C(S,.1)=e "E,[ max(S, - K,0)|F, | =" j max(x — K,0) £, (x)dx

donde F, es la informacion disponible al tiempo ¢ y 7 =T —1 es el pe-
riodo de maduracién. Un resultado importante para el calculo de la prima de
la opcién es que la funcion de densidad de la medida estable neutral al riesgo
satisface.
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fon(xa,=Byr ' )= f (e, Boyt?)  (2)

.z 1 .7
La funcién f, (—x;a,—f,yr"*) no se debe entender como la reflexién

(atin cuando se exprese como tal) de la funcién £, (x;a,B,yr"“), puesto
que la expresidn (2) indica que la funcién es un ajuste exponencial de la fun-
cion de densidad estable neutral al riesgo. El ajuste exponencial se presenta
claramente en el caso de que se considere una distribucién estable extrema
negativa, es decir, £, (—x;a,—f,yt"'%), la cual resulta ser una distribucién
estable extrema positiva ajustada exponencialmente.

3. Precio de una opcion europea de compra

Si se emplea el ajuste exponencial de la funcién de densidad estable neutral al
riesgo obtenida en la seccién anterior, formula (2), y la ecuacién estocastica
que conduce a los rendimientos logaritmicos en el universo neutral al riesgo
expresados en la ecuacion (1), se tiene que el precio o prima de la opcién de
compra europea esta dado por

C(S,.t)=e¢"E, [max(ste“*ﬂse”)”ff - K,O)]

— e*i-TKEt |:maX (ie(r—ﬁsecé’)zw);, _ I,Oj:|
K

srn

T « S; (r—ﬁsec6)7+}7, . Ve
=e Kjd(Ee -1|dF,, (Y e, B,y7")
— e—rrStJ:d e(rfﬁsec6)1+Y,dF;m(}};;a’ﬁ’yz_l/a)
_Keiﬂj‘i dern(?T;a’ ﬁ’ }/Tl/a)

— S,J'j; e—ﬂse00r+deF;rn()';;;a’ﬂ’}/z_l/a)

—Ke [ dF,, (V30 B,77")

srn
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o -
_ —fBsecOr+Y,
= S,J:de f

srn

(Y;a, B,yr"*)dY.
- [” 7. e Y
ke[ £, (T By )Y, 3)
=S, 1 (Tsa—Byr" )Y ~Ke ™[ 1T B,ye")dY,
donde se ha utilizado el hecho de que

dF,, (Ve Boye"™) = [, (Vs f,ye"")dY,

y donde el limite inferior de las integrales se obtiene a partir del valor d
dado por

dzln(%j+(r—ﬂy“secl9)r, (4)

el cual depende del parametro S y del pardmetro a (6 =4). Asi, la
prima de una opcién europea de compra se puede expresar como:

C(S,.0) =85, (d:a.~B.yr"*)-Ke " @, (~d;a. B,y"") 1O

con
o, (o for) ={1-F,, (v, foy)} !

La férmula para obtener el precio de una opcién europea de compra, dada en
(5), a diferencia de la formula de Black-Scholes-Merton, depende de dos dis-
tribuciones distintas. Si se realiza la analogia con la formula de Black-Scholes-
Merton, @, (—a’;a,ﬂ, 7/7”") proporciona la probabilidad de que la opcién sea
ejercida. Por otra parte, esta funciéon también puede ser entendida como la
funciéon que proporciona el importe necesario a financiarse al tipo de inte-
rés libre de riesgo para replicar la opcién, mientras que @, (d;a,—ﬂ,yr”“)
proporciona la cantidad de activo subyacente requerido para el portafo-
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lio replicante. La Grafica 1 muestra las distribuciones del modelo estable
form (x;a,—ﬂ, 7,0) Y fon (x;a,ﬂ, }/,0) donde se consideraron los valores
a=15, =-05yy=1.

Grafica 1. Modelo estable.

pdf(x)

Som (530, ,7,0) = £, (x;1.5,-0.5,1,0) (linea continua)
Son ()C;O!,—ﬁ,)/,())Zf;m(x;l.s,o.s,l,()) (linea discontinua)

4. Posibles valores de parametros en la opcion de compra.

Casos particulares

En esta seccion se revisan algunos casos particulares de los valores de los
parametros en la prima de una opcioén:

a) Caso f=-1

Enelmodelolog-estable de momentos finitosde Carry Wu (2003),
se tiene que /., (-Vict,~f.y7"") y [, (Tiefuyr'®) co-
rresponden a una distribucion estable extrema positiva ajustada
exponencialmente y extrema negativa, respectivamente, en con-
secuencia
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SV =Byt ) = £, (Va1 yz")
= f,(T;a,-1y7",0,1) (7)
= f;s (Y;’aﬂla }/Tl/aaoy_l)
fon s, Byt ) = f,,, (Vsa,—1,y1")

4 la (8)
= Fsa,—Lyr'™)

S
El valor d en (4) se calcula como d =In—L+ (r —y“ sec@)r . Por tanto, a
partir de (3) y (5), se tiene que K

C(St,t) = Stjj{frs(i;d,l,}/rl/a,—l)di —Ke*”fj‘:f;(f};;a’_l’}/z_]/a)dY"r
50, (dal 1) K0 (i) O

Las funciones (7) y (8), involucradas en la valuacion bajo este modelo, se
presentan en la Grafica 2.

Grafica 2. Modelo log-estable momentos finitos.

0.3 0.4
)
T T

pdiix)

Som (30, B,7,0) = £, (x;1.5,—1,1,0) (linea continua)
Som (x50,=B,7,0) = £, (x;1.5,1,1,0,—1) (linea discontinua)
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b) Casonormal =2y =0

En el caso de que los rendimientos logaritmicos tengan una dis-
tribucién normal, la funcién de densidad estable neutral al ries-
go resulta ser una distribucién normal de donde se obtiene que
d:ln%+r‘r (con f=0)y

2

(~Ysa,—pB )= 7:2 1.6 (10)
srn T normal \* ¢ 2

y

2

For T30 B17" ) = Fr T3~ S t0°0) (1)

que al sustituirse en (3), proporciona la formula de Black-Scho-
les-Merton:

2

2
_ * . G_ 2 v —rr [ . _O-_ 2 Va
C(St’t) - St I—d f;zormal(yvr’ 2 ,0 T)dYr Ke J‘—d f;lurmal(Yr’ 2 7,0 T)d},r

= Sl‘ J:a; f;wrmal (8’ O’ l)dg - Keiﬂ J.i f;mrmal (89 07 l)dg

(12)
=S N(d)-Ke " "N(d,)
con
S o’ S o’
lnE’+r+77 lnE’+r—77
dlz y d2:

o o

Las funciones (10) y (11) involucradas en la valuacién normal
bajo el modelo estable se presentan en la Grafica 3.
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Grafica 3. Modelo Black-Scholes-Merton.

wy
(]

0

g

15

pdf(x)*E-2

10

S (550, 8,7,0) = £, (x;=1/2,1) (linea continua)

fm (x;a,—ﬁ,;/,O) - fmmm] (x;1/2,1) (linea discontinua)

5. Precio de una opcién europea de venta

El andlisis anterior también puede ser extendido a la valuacién de opciones
europeas de venta. En efecto, si P(S,,#) denota el precio de una opcién euro-
pea de venta, empleando la condicidn de paridad put-call,

P(S,t)+S, =C(S,,t)+Ke ™

se obtiene

t~ srn

P(S,,t)=Ke"F,, (—d;a,ﬂ, y/r”“)—S F (d;a,—[i’, 7/7”“) (13)

6. Pago continuo de dividendos

Si se supone que el activo subyacente es una accién que paga dividendos de
manera continua a una tasa constante conocida ¢, entonces se tiene que
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dlnS,=(r—q—,By“secé’)r+df’; (14)

y el precio de la opcién en (5) y el valor d en (4) se escriben ahora, respecti-
vamente, como

C(S,.0)=Se "D, (da,~p,y"")~Ke @, (~d;a, B.yz"") (15)

S
d:ln(f’j+(r—q—ﬂ7“sect9)f (16)

7. Impacto en precios por colas pesadas y asimetria

Se realiza un primer analisis del impacto en los precios de opciones por el
uso de distribuciones estables considerando la diferencia de precios entre el
modelo estable y el modelo de Black-Scholes-Merton. En el modelo estable se
consideraron diferentes valores para el indice de estabilidad y el parametro
de asimetria, los cuales se presentan en el siguiente Cuadro.

Cuadro 1. Valores de los parametros.

Parametros Valor
Precio del subyacente (S,) 50-150
Precio de ejercicio (K) 100
Parametro de escala (v) 0.26
Periodo de maduracion (7) 1/12

El modelo BsM se obtiene con parametros & =2 y £ =0 y resulta de ajustar
el pardmetro de escala por \/g Cuando se emplean distribuciones estables
simétricas ( # =0, también conocidas como vuelos de Lévy), se observa que
los precios obtenidos por el modelo BsM son inferiores a los correspondientes
al modelo estable en una posicién “dentro del dinero” y “fuera del dinero” y a
medida que se alcanza una posiciéon “en el dinero”, la valuacion de la opcion
bajo el modelo estable es inferior al modelo. El comportamiento es explicado
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por el hecho de que la funcién de densidad de la distribucién normal tiene
mayor masa de probabilidad en valores adyacentes al precio de ejercicio, y
las funciones de densidad de las distribuciones estables tienen mayor masa
en las colas. Obsérvese que a medida que el pardmetro & se aproxima a 2, la
diferencia desaparece, mientras que si el valor se aleja de 2, la diferencia es
mas acentuada. Este comportamiento se ilustra en la Gréafica 4.

Grafica 4. Estable simétrica.

Estable - BS

-0.5
T

T
50 100 150
Subyacente

a =1.9 (linea continua), & =1.8 (punteada)y @ =1.75 (discontinual).

El efecto de la asimetria (considerando un indice de estabilidad de & = 1.5)
en la valuacion de la opcion se aprecia en la Grafica 5. Para este caso, las pri-
mas obtenidas por el modelo estable se incrementan considerablemente (con
respecto al modelo de Black-Scholes-Merton) a medida que el pardmetro [
se aproxima a —1 (limite de asimetria) en una posicién “dentro del dinero”,
consecuencia del traslado de la masa de probabilidad hacia la derecha por la
asimetria negativa. Comportamientos similares son obtenidos por Cartea y
Howison (2009) en su formula de valuaciéon en el dominio de las frecuencias.
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Grafica 5. Estable asimétrica.

Estable - BS

50 100 150
Subyacente

P =-0.5 (linea continua), f#=-0.75 (punteada)y ff =—1 (discontinua).

8. Impacto en precios por parametro de escala

En finanzas la volatilidad es de primordial importancia en la valuacién de op-
ciones. En el analisis realizado hasta el momento sobre el comportamiento
de los precios de opciones, en el modelo estable, se ha supuesto que el pa-
rametro de escala esta relacionado con la volatilidad mediante un ajuste por
\/5. En este punto se debe recordar que las distribuciones estables carecen
de segundo momento. Sin embargo, en procesos como la normalizacién o es-
tandarizacion en distribuciones estables, el pardmetro y toma el papel de
“medida de dispersion”, papel que se extiende al concepto de volatilidad en el
ambito financiero, con lo cual se asocia la volatilidad del subyacente con el pa-
rametro de escala de la distribucion estable. No obstante, esta volatilidad esta
directamente asociada al indice de estabilidad y al parametro de asimetria. El
impacto de la volatilidad en el modelo estable se ilustra en la Grafica 6. En esta
grafica se aprecia que los precios del modelo estable en posiciones cercanas
“en el dinero” aumentan a medida que la volatilidad crece llegando a superar
los precios del modelo BSM.
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Grafica 6. Parametro de escala.

~1 - L

Estable - BS

50 100 150
Subyacente

V= 0.16 (linea continua), = 0.26 (punteada)y Y = 0.36 (discontinua).

9. Conclusiones

Ala fecha, los modelos estables de valuacion de opciones han estado circuns-
critos al dominio de las frecuencias, lo que conlleva la necesidad de tener co-
nocimiento de transformadas de Fourier y sus inversas, asi como de contornos
de integracion con el fin de aplicar estos modelos de valuacion. Lo anterior
es consecuencia de que la Unica expresidn analitica simple para el andlisis
de las distribuciones estables corresponde a la funcién caracteristica. En este
trabajo se ha presentado una propuesta para valuar opciones con distribucio-
nes « -estables basada en la medida estable neutral al riesgo propuesta por
McCulloch (2003). La propuesta, a diferencia de las hasta ahora presentadas
en la literatura, desarrolla una férmula de valuacién al dominio del espacio
y tiempo, permitiendo adaptarse mas a la forma de valuar del modelo Black-
Scholes-Merton. El empleo del modelo estable de valuacién requiere, ademas,
de los parametros financieros relevantes (precio spot del subyacente, precio
de ejercicio, tasa de interés, periodo de maduracidén y volatilidad) utilizados
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por el modelo de Black-Scholes-Merton, incorporar dos parametros adiciona-
les el indice de estabilidad y el correspondiente a la asimetria. Por lo tanto, la
formula de valuacién hace uso de una minima cantidad de informaciéon para
su aplicacidn capturando caracteristicas como colas pesadas y asimetrias pre-
sentes en las series financieras, caracteristicas que el modelo Black-Scholes-
Merton no captura.

Aun cuando no se cuenta con una expresion simple de la funcién de den-
sidad de una distribucién estable, si se tiene una representacion numérica;
la cual permite aproximar la prima de la opcién en el espacio y el tiempo, y
permite realizar los calculos involucrados en la valuacién como son: la aproxi-
macion de funciones de densidad y distribucion.
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