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RESUMEN

La esperanza de la funcién de castigo descontada se emplea en una
amplia familia de problemas en el contexto de la teoria de riesgo
actuarial, la valuacion de opciones en finanzas y la reclamacién
contingente del tiempo de ejercicio 6ptimo. Modelar la tasa de
reclamaciones como una funcion dependiente del tiempo es una
extension del proceso clasico de riesgo que desemboca en la
probabilidad de ruina bajo procesos de Poisson no estacionarios.
En este trabajo la probabilidad de ruina como un caso especial de la
esperanza de la funcién de castigo descontada es estimada empleando
métodos de Monte Carlo y se muestran ejemplos con distribuciones
de Pareto y Weibull, para las reclamaciones y medida de intensidad
continua bajo horizonte finito.

ABSTRACT

The expected discounted penalty function is useful in a wide family of
problems related to insurance risk theory, finance valuation of options
and the contingent claim of optimal exercise time. Modeling the arrival
claim rate as a time dependent function is an extension of the classical
risk process that yields to the probability of ruin under non stationary
Poisson process. In this paper the probability of ruin within finite time
horizon is estimated using Monte Carlo methods as a special case of
the expected discounted penalty function and examples with Pareto
and Weibull distributions for the claims and continuous intensity
measure are provided.
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1. Introduccion

| presente trabajo tiene como objetivo primordial estimar la probabilidad

de ruina bajo un horizonte de tiempo finito, en el cual se considera un pro-
ceso de riesgo donde el proceso de llegada de las reclamaciones sigue un pro-
ceso de Poisson no estacionario, es decir, la tasa de llegada no es constante en
el tiempo. Se plantea la probabilidad de ruina como un caso especial de la es-
peranza de la funcién de castigo descontada, que abarca una amplia familia de
problemas en el contexto de la teoria de riesgo actuarial (Sheldon Lin y Wang,
2009) y la valuacién de opciones de catastrofe en finanzas (Jaimungal y Wang,
2006). En la segunda seccidn, se plantea el marco teérico de los procesos de
Poisson no estacionarios; en la tercera, se definen los procesos de riesgo y la
esperanza de la funcion de castigo descontada; en la cuarta seccién se formula
el algoritmo de simulacién para la estimacion de la probabilidad de ruina; en
la quinta seccion se muestran resultados de las estimaciones para los casos
no-estacionario/Pareto y no-estacionario/Weibull. Finalmente se presentan
las conclusiones y las referencias.

2. Procesos de Poisson no estacionarios

DEFINICION 2.1 Un proceso estocastico {N¢}t20 es un proceso de con-
teo (Ross, 1983) si:

(i) Ng=0.
(ii) N toma valores enteros.
(iii) Sis < t, entonces Ny < N;.

(iv) Paras <t, N — N;es el nimero de eventos que ocurrieron en
el intervalo (s, t] .
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DEFINICION 2.2 El proceso de conteo {N¢}t20 es un proceso de Poisson
no estacionario con funcién de intensidad A(t)>0, t = 0 si:

(i) Ny=0.
(ii) {N¢}t=0 tiene incrementos independientes.
(iii) P(Niyp, — N, = 2) = o(h).
(iv) P(Nyyp — N, =1) = A(t)h + o(h).
Sea

a(t) := [ A() ds,
la medida de intensidad de {N¢}¢»o.

TEOREMA 2.3 Sea {Ng}tg(} un proceso de Poisson no estacionario y sean
t,s = 0, entonces N, — Ns se distribuye Poisson con esperanza
a(t +s) —a(t).

Demostracion: Sea
B, (s) := P(Neys — Ny = ).
Entonces
Py(s + h) = P(Niys4n — Ny = 0)
Py(s + h) = P(Nyys — Ny Neysn — Neys = 0),
aplicando la definicion 2.2 (ii) al lado derecho tenemos
Py(s + h) = P(Nyys — Ny = 0)P(Npjsin — Neys = 0),
luego de la definicion 2.2 (iii) y (iv)

Py(s + h) = Py(s)[1 — A(t + s)h + o(h)],

de aqui que
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Puls + h})l “RS) et 9py(s) + #

tomamos el limite cuando h — 0, luego

Py(s) = —A(t + 5)Py(s),

es decir,

InPy(s) = —fsxl(t + u)du
0

y esto implica
Py(s) = e~ lalt+s)—a(®)] (2.1)
Analogamente paran = 1
Bi(s +h) = P(Neysin —Ne = 1)
P,(s+h) =P, (s)[1—A(t + s)h] + P,_1(s)[A(t + s)h] + o(h).
Luego

Pn(s + hz — Pn(S) = _A(t + S)Pn(s) + /’t(t + S)Pn_l(s) + #l

tomando el limite cuando h = 0 y multiplicando ambos lados por
ea(t+s)—a(t),

e?t+)=aO[p (s) + A(t 4+ $)B, ()] = A(t + s)e?t+)—alp _ (s),
luego

d

= (e“(”s)_a(t)Pn (s)) = A(t + s)eet+)—aOp _ (s). (2.2)

Cuandon = 1y usando 2.1
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d
E(ea(t+s)—a(t)p1 (5)) = A(t + ),

de forma equivalente

Pi(s) = [(ale + 5) = a(©)) + cle~(er-2®), 23
Evaluamos en § = () para calcular la constante ¢

Pi(0) = P(Nyyo — N, = 1) =0,
sustituyendo en 2.3

(a(t+0)—a(t) +c)e’ =0,

es decir,

c=0.
Luego

Py(s) = (a(t + s) — a(t))e~(et+9)-a®),

Para demostrar que P, (t) = e~ (a(t+s)—a(®) (a(t+s) — a(t))n/n!
se uso induccion matematica.

Asumimos que la féormula de P;(S) vale para n — 1, entonces al em-
plear (2.2)

At +5)(alt +5) —a@®)
(n—1)! ’

d
— ( pa(t+s)—a(t) _

que implica

(a(t +5s)— a(t)) re

e(a(t-{-s)—a(t))Pn (S) —
n!

pero B, (0) = P(Nt+0 —N,=n)=0

Num. 1 / enero-junio / 2011



Estimacion de la esperanza de la funcidon de penalizacion...

por tanto
B,(t) = e~ (a(t+s)—a®) (a(t +5) - a(t))n/n!

Es importante resaltar que el teorema 2.3 implica que

E(N;) = E(N; — No) = a(t).

PROPOSICION 2.4 a(t) es una funcién no decreciente y continua por la
derecha.

Demostraciéon: Como N;,s = N; entonces EN;,s = EN;, es decir,
a(t+s) = a(t) .

Sea t,, una sucesion tal que t,, 1 t, entonces N, | N, porque N es con-
n
tinua por la derecha. Por el teorema de convergencia mondétona

lima(t,) = a(t).

lima(ty) = a(t)

DEFINICION 2.5 La inversa de la medida de intensidad es
a1(t) := sup{s|a(s) < t}.

Observe que a~! es continua por la derecha. Si ademés a es continua,
a ' escrecientey aca l(t) =t, t < a(o).

PROPOSICION 2.6 Sea N un proceso de Poisson no estacionario con medi-
da de intensidad @ continua con a(o) = oo. Entonces el proceso
de conteo N := N oa~! es un proceso de Poisson estacionario con
A=1

Demostracién: Como a~! es creciente N tiene incrementos indepen-

dientes. Por otra parte, el teorema 2.3 implica que
N; — Ns = Ny-1() — N 4-1( Se distribuye Poisson con esperanza.

a(al(@®)) —ala™i(s)) =t —s.
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3. Procesos de riesgo y la esperanza de la funcion

de castigo descontada

En la teoria clasica de riesgo (Beard, Pentikainen y Pesonen, 1984) se modela
el comportamiento de una po6liza mediante un proceso estocastico que depen-
de del capital inicial X, la constante de ingreso € y los parametros de la distri-
bucién de los montos de las reclamaciones Y; y de la tasa de arribo A de un
proceso de Poisson estacionario.

80

DEFINICION 3.1 El proceso de riesgo clasico que modela el capital en el
momento t es

Xt=x+ct—Z§V=tOYi .

Una forma natural de calcular (Hoyos Reyes, 2001) la constante de in-
greso es tomando el producto de un factor de recargo por el valor espe-
rado de la pérdida

c=(1+pE[Z,Y],

donde P es el factor de recargo que se interpreta como el sobreprecio
que la aseguradora fija para evitar que el capital eventualmente sea ne-
gativo, es decir, para evitar la ruina.

DEFINICION 3.2 Bajo la medida de probabilidad P* la probabilidad de
ruina es

P(x) :=P* (1 < =),
donde 7 = inf{t|X; < 0} es el momento en que la ruina ocurre.

DEFINICION 3.3 La esperanza de la funcién de castigo descontada (Ger-
ber y Shiu, 1998) es

m(x) := EX[e " w(x,_, x,)[{r < oo}]

Donde & es una tasa de interés y w(x,_,x;) es una funcién de pe-
nalizacién que representa los costos econémicos del asegurador en el
momento de la ruina asumiendo que dependen del superavit X;_en el
instante de la ruina y el déficit en la ruina X, (véase la Figura 1).
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Figura 1. Superavit y déficit en el momento de la ruina.

X()

r Y

Para calcular la probabilidad de ruina empleando m(x) basta conside-
rar =0y w(x,_,x,)=1.

DEFINICION 3.4 La probabilidad de ruina en un horizonte de tiempo fi-
nito T es

Y(x,T) = m(x),

cond =0y w(x,_,x,) =I{t <T}.

4. Estimacion de la probabilidad de ruina

ALGORITMO 4.1 Estimacion de la probabilidad de ruina con horizonte
finito T, bajo un proceso de Poisson no estacionario con medida de in-
tensidad a continua.

OBJETIVO: Generar las n realizaciones del proceso de riesgo X;, donde
el proceso de llegada de las reclamaciones es Poisson no estacionario,
para formular ¥ (x, T) el estimador de Monte Carlo (EMc) de ¥(x, T).

ENTRADA: n, T, x,p,qa, Fy.
SaLipA: Y (x, T).
METODO:

[« 1.

R« 0.

81



Bstocistica

82

FINANZAS Y RIESGO

Hasta que [ > n haz:

X <0

t < 0.

Z < 0.

W « 0.

Mientras (X < x) y (t < T) haz:
Generamos S~exp(1).
Generamos Y ~Fy.
WeW+S.

t —at(W).

Z—Z+Y.

X«Z—-1+4p) EY-a(t).
SiX > xentoncesR « R + 1.

Fin Mientras.

l<i+1

Fin Hasta.

lﬁ(x,T) « R/n .

DEFINICION 4.2 Llamamos S, a la desviacion estandar del EMc es

decir,
SEMCZJVARi!/?i@,tH
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DEFINICION 4.3 La Tolerancia del EMc (p(ﬁ,t) es el radio del intervalo
de confianza del estimador con 99% de confianza,

Tol,,=2.575 8-

DEFINICION 4.4 El %Tol es el porcentaje de variacion de la Tolerancia
respecto al EMC l/7(0,l),

Tolerancia

v(6.1)

%Tol=100

5. Resultados

EJEMPLO 5.1 Proceso de riesgo con llegadas de acuerdo a un proceso de Pois-
son no estacionario con reclamaciones distribuidas Pareto(a, ) .

Se considera una medida de intensidad a(t) = tZ, porloqueA(t) = 2t ,yse
realizaron 10* simulaciones empleando el método de la transformada inversa
para simular los montos de las reclamaciones.

Tabla 1. Estimacion de la probabilidad de ruina caso no-estacionario/Pareto.

p X a B T U(x,T) S Tol, ,, %Tol
0.01 10 3 0.5 10 0.2114 4.08x107 1.05x10 4.97
0.01 10 3 0.5 20 0.4872 4.99x107 1.29x102 2.64
0.05 | 10 3 0.5 20 0.2851 4.51x10° 1.16x102 | 4.07
0.01 | 20 4 2 10 0.4251 4.94x107 1.27x102 | 2.99
0.05 | 20 4 2 10 0.3220 4.67x107 1.20x107 | 3.74
0.05 20 4 2 30 0.4865 4.99x10°3 1.28x102 2.64

EJEMPLO 5.2 Caso no estacionario/distribucion de Weibull.
La distribuciéon de Weibull resulta particularmente interesante porque no
existe la funcion generadora de momentos si @ < 1. Para simular los montos
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de las reclamaciones se emplea el método de la transformada inversa. Se rea-
lizaron 10* simulaciones en cada realizacion para la estimacion del EMc, con
una medida de intensidad igual al ejemplo 5.1.

Tabla 2. Estimacion de la probabilidad de ruina caso no-estacionario/Weibull.

p X o B T y'(x,T) Sevc Tol ,, %Tol
0.01 10 0.5 1 10 0.7082 4.55x103 1.17x10% 1.65
0.01 10 0.5 1 50 0.9221 2.68x107 6.90x10 0.75
0.03 20 0.5 1 50 0.8325 3.73x10°® 9.62x103 1.15
0.01 50 2 3 20 0.1102 3.13x107 8.06x103 7.31
0.03 40 2 3 20 0.1223 3.27x103 8.43x10 6.89
0.03 40 2 3 30 0.2127 4.09x10°3 1.05x10% 495

6. Conclusiones

Los procesos de Poisson no estacionarios nos permiten modelar problemas
donde la tasa de llegada depende del tiempo, lo que se traduce en una mejor
aproximacion a la realidad. Los problemas de riesgo en el contexto de la es-
peranza de la funcién de castigo descontada son relevantes en aplicaciones
actuariales y financieras, la extension al problema de la probabilidad de ruina
en tiempo finito bajo una medida de intensidad discontinua sera materia de
trabajos posteriores. Los resultados permiten, bajo necesidades particulares,
realizar un analisis de escenarios considerando que el algoritmo descrito pue-
de emplearse utilizando diferentes distribuciones para los montos de las re-
clamaciones y de diversas medidas de intensidad continuas.
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