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RESUMEN
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ABSTRACT

The nonlinear dynamics and the stochastic behaviour of the interest 
rate have a stronger impact on the pricing of derivatives securities, 
particularly for long-maturity option contracts. This paper proposes 
closed-form solutions for the pricing of equity options when the interest 
rate is stochastic under the existence of an equivalent martingale measure 
or risk-neutral forward measure. The arbitrage-free pricing model allows 
for capturing the dependence structure between the rates of return of 
the underlying stock and the default-free zero coupon bond, i. e. the two 
�������	��
����������������	���	�	����������������	��
��������
�������
of the diffusion term of the forward price dynamics. In addition, we apply 
the solutions of model to the daily data of America Movil over the period 2 
January 2004 to 9 May 2011. Overall, the numerical results show that the 
values of the options are overestimated o underestimated with respect to 
the market values in most of the cases. 

Keywords: Derivatives pricing formula, stochastic interest rate, diffusion 
processes, martingale measure. 
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1. Introducción
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1 Otro modelo de un factor, pero con volatilidad creciente y distribución lognormal 
para el nivel de la tasa de interés, es propuesto por Dothan (1998).

2 En este contexto es importante resaltar que Ho y Lee (1986) fueron los pioneros en 
proponer un modelo de tasas de interés exógeno. Sin embargo, la evolución de la 
estructura de plazos de las tasas de interés está gobernada por un modelo basado en 
el supuesto de un árbol binomial.
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Asumiendo que los precios de tS  y TtB ,  se distribuyen lognormal, entonces la 
función que depende de ambos factores de riesgo se puede expresar de la siguiente 
forma:
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forward sobre el activo riesgoso negociado en el tiempo t  y con fecha de entrega 
en el tiempo T , es decir,
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SF
,

�  (7)

4������� ����������������	������� ���	��	����678������
�
������������ ���

	��	����6B8���
�����

 � � tBtSBSBst dZdXdtFd   
2
1

2
1ln 22 ������ ���

	



�
�
 ����   (8)

9������������	������������	�����forward�����������������
������������!�-

��������	������������������
����
����������	��	����6?8�������1��-

���������������
�!����C

 tFtBts dWdZdX  ��� ��  
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������������������������!��	������������	������A���� tX ��� tZ  corre-

��	��������������1��������
���������������������������	���forward, 

���	����	��
�������	�����	�����
��������	��������	
���������������������

	�����	����������������	����
����
�����

 
� � � � � � � �tttttt dZdXCovdZVardXVardZdXVar ,2����  

� � dtdt FBSBS
222  2 ������ ����  

 

/���������������������������
���	������
��
�������������
��������������-

námica del precio forward��������������������������
�!����C�

 BSBSF ������ 2222 ���     9)

y

 �
	



�
�
 ���� 22

2
1

2
1

BSBSF �����    (10)

En consecuencia, la dinámica del precio forward sobre el activo riesgoso en el 

tiempo t ��
��	����	�����������	��	������!��	�����
�	��
�	�

 � � tFFt dWdtFd  ln �� ��   (11)

L��	�����	����������
�������������	����forward siguen una distribu-

	����������������
��	�����	��	������!��	�����
�	��
�	��6((8�������1-

presar de la siguiente manera: 

 tFF
t

t dWdt
F

dF  �� ��   (12)

donde F  es la volatilidad de la tasa de rendimiento instantánea del precio 

forward�����	�����������	��������!��	����	�	��
�������
����
������

����
���
�������	�����
����
���
�	��
�	�������
��������
������	��
��

������
������!	
�������
��
��������
���������������	������������	��-
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3 En este contexto, la definición de estrategia de inversión autofinanciable es alcanzada 
cuando sólo cambia de valor ante cambios en los precios del activo subyacente, es 
decir, no se obtienen flujos adicionales después del tiempo inicial 

�������
�	������
�	�������)��!��
�����
��
�
�������������1����	������

�����	�����������	����	�������	��
��
��

L��
�������������
�	���������������forward�	����������	��
������

����������	��
����������!��
������	�
�����������������������	
����

�����������������	�����	������������	��������
�������������!��
���

������

4. Valuación de opciones bajo una medida  
forward neutral al riesgo

:��1
��������
���	��������
��
�	��������	���������
�������������-


������	����	����
��6�����������
��������������
���8������	��	�
��

�
����������
��		�������������������+��	-./	0������#�
����L�0	0���

�������
��!������
������
��
��������
�
�����1��
�	���������������

�����������������
������������������������
��������������
������
����

����������������	������������	����������	�������	�����
���	�������
��-

����������1��
�������	��
��	��
��
���������������	������������	���	��������

�	
���������	�
��� 
�������
��
������� ���������������	�����
������	��-

����6H����������T�����(';'@�H����������9���-���('?(��('?<@�L�!����(''78�<

Sin embargo, la relajación de este supuesto aunado a la introducción de 

������!��
������	�
�������	������	
������������
��+��=��������-

de conducir a modelos de valuación inapropiados en la cobertura completa o 

��!	
�������������
����	��������	�������������������!������	���
������

��
�����
�	��
�	�������	�����������	����
������	����
���/������-

cado es incompleto, en ese momento la medida martingala equivalente deja 

�����)��	���"������������	���
������!	
���������	����+��	-./	0������

#�
���������	������������������������������
��������������
�������-

������������������	������
��������������	��������	������������	������

����
������������������������
�����!��������������������
����������

�����������9��������	�������
������������
���	�������	�����
����

	��	�
��	�����	��������	���������
��������������������
��
�	�������

1��
�	�����������������
������������������������
��������������
�

����
���������H����������9���-��6('?(8�
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4 Para un estudio más profundo de los diferentes tipos de soluciones de las ecuaciones 
diferenciales estocásticas, véase Elliot (1982) y Karatzas y Shreve (1991).

������
����������	����������
���
�	�������������	�������!�
�����������

��	������ �����	
����� �����	���������
�
����
� �����	����������
����

������0	0������������
������
��������� ��� ��!����	���������	��-


�����������������	����������	�������	����������������������
��
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���� ��� ��� �� ��	���
�� ������� �� 	���� /��� �������� ��� �������� �� ����

��	���� �� ���� �	
����� �����	����� ��� ������ 
����� �� 	�����
���� 	����

���
��������������������������	����
���
������	��������
�����
��-

�������	��
��!�������������������������
���������
�	�������������	�����

�����	��������������������	�����������������������		���������
��	���

��
���������
�����������	���������������	
������������6!�
���������-

	����8������������6>!
	���$%%%8��"�����������	
����������	�������������


����!�������������
����������������������
���	������
��
�����
�������

conocida como la prima al riesgo que demandan los inversionistas cuando 

���	��
����	�����	������������
�����
�	���������������	���@�����

���������
�� 
��������� !�	����� ������	
�	�� �����	����������
�	������� ���

�����	�����������	
�������������

L��	�����	�����	��	������D
Q����������
�������������	����������

�	
����������	������������������
����	���������������	����������������

����	����)��	�������	��	������!��	�����
�	��
�	��6($8�������1������

�����������
�!����C& 

 ��
	



��
�


�
	



�
�
 ��� tWFF FttFt  

2
1exp 2

0 ���    (13)

En este caso, la solución única representada por el precio forward no se com-

porta como martingala, puesto que todo proceso estocástico que aumenta en 

�����������������������
�������6>!
	���$%%%8��/����������������
����-

!�������
������	����)��	�����������
�����������	�����������������������

al riesgo o tendencia instantánea sin alterar la estructura de la volatilidad del 

�	
���������	�
������
����	��������������������������������
�����-

nera que al descontar el precio forward por la tasa libre de riesgo se comporte 

	�����������������
��������������
�

L��
������������1��
�	������������������
��������������
�)��	��

para la solución del precio forward es demostrada por el teorema de Girsanov 

��
�����������������
��������	����
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Proposición 1.

Si consideramos que ��
�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
� ��� tWFF FttFt  

2
1exp 2

0 �  es una solución úni-

ca de la dinámica del precio forward � �Tt ,0�� � �� tWW
F

F
tt  ˆ ��

�

�
��
�

�
��


�

 es una 


����!����	���� ������� �
��	�� � � � ��
�
�

�
�
� ���� tTWWFF FtTFtT

2

2
1ˆˆexp   es 

�������
�������B

��� 	���	��	���� �� �
����� �� ��� 
����� �� ���
�������� 	���
�
��� ����

0������
��	��������������	�����������	
�����������������������������

implícita el concepto de no arbitraje que permite el desarrollo de múltiples 

������������	�����������������

��� �� 	��
1
�� �� ������ �� ������������� forward neutral al riesgo, la 

����	������������	������������	�����������
��
�����
������������	�����

��!�����	����������������
�������	����9��������������������������	����

call o put en el tiempo t  con precio de ejercicio K ���!	0����1����	������

el tiempo tT � ���
������������������	�������	���forward sobre el activo sub-

��	�
�����
�����
����������������������	����	�����������	���spot con 

vencimiento en T ���������	�����
������!����	��������������0��
����
��-

po t  bajo una medida martingala Q  equivalente, es decir,

 � � � � ��
�

��
� ���

	

�

�
� �� tT

T

t s
Q KFdsrvETtV exp,    (14)

donde � ��� KFT ������!��	������1����������������������������	��������

tiempo T , con 1�v  para un call��� 1��v  para un put�

Un hecho que cabe resaltar es que la valuación de la opción bajo una me-

dida forward�������	������
���������
�	��
1
����
���	��������

el precio forward en el tiempo T  se comporta como una martingala bajo esta 

����������������������������L��
��!���������������������	����������

1�����������������
������C

5 Para una demostración matemática más detallada de la proposición 1, véase De Jesús 
(2001). 
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 � � � �� �tTTt
Q KFBvEtV ��� �,   (15)

donde TtB , �����������	�����	����������������	����
��

9��
����� tF  es una variable aleatoria ��t �������� tT WW ˆˆ �  es inde-

pendiente de t�  bajo la medida de probabilidad Q , entonces es posible cono-

cer el precio de la opción en el tiempo t �	��������!��	���������	���forward 

����
�����

 

� � � � � �
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ttFtTFt

Q
Tt KtTWWFEvBtV 2
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1ˆˆexp ��  

� �
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�
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�
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���
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�
�
 ���

�
� tFtTFt

Q
Tt KtTWFEvB 2
, 2

1ˆexp ��  

     � � �
�

�
�
�

�
��
	



��
�
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�
�
 ��� �� KTFFtTFt

Q
Tt KtTWFEvB 1 

2
1ˆexp 2

, ��         (16)

donde KTF �1 �������!��	��������	������	�����������������(���� KFT � ���	���

�����	�����	��
�������	��������������������������
�������������������

�������
�������
�����������!��	��������	�������	�����6M�����T�������

��F�	0
��(''B8�

L����������	����	���������!��	��������	�����7���	����������������-


��+��=�������
�����������
������������� � �tTN �,0   bajo la medida de 

probabilidad Q ��� tTZW tT ���ˆ  con Z � � �1 ,0N  bajo la probabilidad Q  se 


������

6 Para una demostración matemática detallada de la condición de la función indicadora, 
véase De Jesús (2001).
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G�	
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�
�

�
 

         � � � �2,1 dKNvBdNvS Ttt ��                                                              (17) (17)
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�	���������������� tTzw F ���  ��3����-
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�	������������������������	������������
������
���	����

En consecuencia, el precio de una opción call o put sobre un activo ries-

�����	���
��������
�����
�	��
�	���
����������������
�����������	����

forward���
�������������������1�����������������
�!����C

 � � � � � �2,1 vdKNvBvdNvStV Ttt ��   (18)

donde � �dN  es la distribución acumulada normal evaluada en los parámetros 

1d ��� 2d ������	�������1�����������������
������C
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1
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ladas normales estándar, en un marco multivariado, para demostrar que las 
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la volatilidad F ���	���
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constante, es decir, � �� �tTrB Tt ��� exp, �������������!�����	��������������
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5. Modelos multivariados de varianza condicional
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restricción de la dependencia dinámica propicia sesgos en la estimación de 
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6 Aplicación para el mercado mexicano de derivados

En esta sección se aplica el modelo de valuación de opciones incorporando 
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Cuadro 1. Parámetros estimados de los modelos GARCH multivariados.

Nota: Los términos ***, ** y * indican significancia estadística para los niveles de 1%, 5% y 10%, respectivamente. 
Los valores � �12Q � �122Q ,  y � �12*Q  , y son los estadísticos de la prueba de Ljung-Box para las series de los residuales 
estandarizados, estandarizados cuadrados y la prueba multivariada de los residuales estandarizados cuadrados 
con 12 rezagos. Los valores en paréntesis son los valores-p. AIC y BIC representan el criterio de información de 
Akaike y criterio de Schwarz, respectivamente.

Panel A. Modelos estimados
 Modelo BEKK Modelo VEC diagonal

 Parámetros Valor Errores Valor-p Valor Errores Valor-p

 c1 -0.0023   0.0022 0.3129 -0.0006 0.0023 0.7937

 c2  0.0985** 0.0478 0.0396  0.1093*** 0.0387 0.0048

 �11  0.0039** 0.0019 0.0426  0.0000 0.0000 0.7611

 �12  0.4673*** 0.1636 0.0043  0.0018 0.0026 0.4897

 �22 -0.0009 0.7997 0.8751  0.0392*** 0.0096 0.0000

 �11  0.1294*** 0.0228 0.0000 0.0174*** 0.0062 0.0051

 �21 -0.0829 0.5715 0.5384  0.0271 0.0367 0.4604

 �12  0.0005 0.0006 0.4859 -------- -------- --------

 �22  0.2887*** 0.0224 0.0000 0.0658*** 0.0070 0.0000

 �11  0.9897*** 0.2442 0.0000 0.9820*** 0.0067 0.0000

 �21 -0.4099* 0.2442 0.0934 0.4990 0.6731 0.4585

 �12 -0.0002 0.0003 0.4886 -------- -------- --------

 �22  0.9347*** 0.0096 0.0000 0.9254*** 0.0063 0.0000

Panel B. Pruebas estadísticas

 Modelo BEKK Modelo VEC diagonal
 Prueba !CETES !AMXL !CETES !AMXL

 Q(12) 3169(0.000) 11.71(0.469) 3160(0.000) 9.84(0.629)
 Q2(12) 2538(0.000) 9.99(0.616) 2534(0.000) 8.53(0.741)
 Q*(12) 2561(0.000)  2554(0.000)
 AIC 2446  2377
 BIC 2518  2438
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Gráfica 1: Comportamiento de la correlaciones condicionales.
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 Precio Call Precio Put Diferencia Volatilidad Implícita

 K MexDer Modelo MexDer Modelo Call Put Call Put

17/06/2011

 30 0.890 1.152 0.610 0.764 -0.262 -0.154 16.97 20.11
 31 0.440 0.688 1.170 1.295 -0.248 -0.125 17.58 20.49
 32 0.200 0.377 1.930 1.980 -0.177 -0.050 18.15 21.64
 33 0.080 0.190 2.820 2.788 -0.110 0.032 18.68 23.48
 34 0.030 0.088 3.780 3.681 -0.058 0.099 19.17 25.95
 35 0.010 0.037 4.760 4.626 -0.027 0.134 19.61 29.00
 36 0.000 0.010 5.760 5.599 -0.010 0.161 20.01 32.58
 37 0.000 0.005 6.760 6.585 -0.005 0.175 20.37 36.64
 38 0.000 0.002 7.760 7.577 -0.002 0.183 20.69 41.13
 39 0.000 0.001 8.770 8.571 -0.001 0.199 20.96 46.03
 40 0.000 0.000 9.780 9.566 0.000 0.214 21.19 51.30

 15/09/2011

 30 1.770 2.092 1.360 1.373 -0.322 -0.013 19.19 23.66
 31 1.250 1.607 1.780 1.873 -0.357 -0.093 18.84 22.31
 32 0.850 1.209 2.340 2.459 -0.359 -0.119 18.67 21.42
 33 0.560 0.892 3.040 3.126 -0.332 0.086 18.68 20.97
 34 0.370 0.645 3.870 3.864 -0.275 -0.006 18.88 20.97
 35 0.240 0.458 4.780 4.661 -0.218 0.119 19.26 21.41
 36 0.160 0.319 5.750 5.507 -0.159 0.243 19.82 22.31
 37 0.120 0.219 6.750 6.390 -0.099 0.360 20.56 23.65
 38 0.090 0.147 7.750 7.303 -0.057 0.447 21.49 25.43
 39 0.070 0.098 8.750 8.238 -0.028 0.512 22.60 27.67
 40 0.060 0.064 9.750 9.189 -0.004 0.561 23.89 30.35

Nota: El Cuadro 2 reporta los precios de mercado y teóricos de las opciones de AMXL, sus 
diferencias, las volatilidades implícitas derivas de las expectativas de los participantes en el 
mercado de opciones para cada precio de ejercicio y vencimientos del 17/05/11 y 15/09/11.

Cuadro 2. Precios de opciones de AMXL para los vencimientos del 17/06/11 y 
15/09/11.
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Cuadro 3. Precios de opciones de AMXL para los vencimientos  
del 16/12/11 y 15/03/12.

Nota: El cuadro 3 reporta los precios de mercado y los teóricos de las opciones de AMXL, sus 
diferencias, las volatilidades implícitas derivadas de las expectativas de los participantes en el 
mercado de opciones  para cada precio de ejercicio y vencimientos del 16/12/11 y 15/03/12.

 Precio Call Precio Put Diferencia Volatilidad Implícita

 K MexDer Modelo MexDer Modelo Call Put Call Put

 16/12/2011

 30 2.680 2.798 1.640 1.727 -0.118 -0.087 22.31 22.62
 31 2.100 2.308 2.130 2.209 -0.208 -0.079 21.53 22.50
 32 1.630 1.884 2.710 2.757 -0.254 -0.047 21.02 22.35
 33 1.250 1.522 3.360 3.369 -0.272 0.009 20.77 22.19
 34 0.950 1.218 4.090 4.037 -0.268 -0.053 20.78 22.00
 35 0.740 0.966 4.900 4.758 -0.226 0.142 21.05 21.80
 36 0.590 0.760 5.790 5.524 -0.170 0.266 21.59 21.58
 37 0.490 0.592 6.750 6.329 -0.102 0.421 22.38 21.33
 38 0.430 0.458 7.750 7.167 -0.028 0.583 23.44 21.07
 39 0.390 0.351 8.750 8.033 0.039 0.717 24.75 20.79
 40 0.380 0.268 9.750 8.922 0.112 0.828 26.33 20.49

 15/03/2012

 30 3.380 3.397 2.390 1.969 -0.017 0.421 23.27 27.44
 31 2.850 2.905 2.870 2.438 -0.055 0.432 23.02 27.12
 32 2.370 2.468 3.400 2.961 -0.098 0.439 22.77 26.80
 33 1.960 2.083 3.980 3.538 -0.123 -0.442 22.52 26.47
 34 1.590 1.749 4.630 4.164 -0.159 -0.466 22.27 26.15
 35 1.280 1.459 5.340 4.835 -0.179 -0.505 22.02 25.82
 36 1.211 1.020 5.548 6.100 0.191 -0.552 21.77 25.50
 37 0.790 1.000 6.920 6.297 -0.210 0.623 21.52 25.17
 38 0.822 0.610 7.810 7.080 0.212 0.730 21.27 24.85
 39 0.470 0.672 8.750 7.891 -0.202 0.859 21.02 24.52
 40 0.350 0.548 9.750 8.727 -0.198 1.023 20.77 24.20
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tal en la determinación de distribuciones acumuladas normales univariadas 
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al riesgo de los activos riesgosos sin necesidad de alterar la estructura de la 
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