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RESUMEN

El impacto de la naturaleza no lineal y el comportamiento estocastico de
la tasa de interés se reflejan directamente en la fijacién de precios de los
productos derivados, particularmente en los contratos con vencimientos
largos. Este trabajo de investigacion propone modelos analiticos para la
valuacién de opciones sobre acciones cuando la tasa de interés tiende
a ser estocastica bajo una medida martingala equivalente o forward
neutral al riesgo. El modelo de equilibrio toma en cuenta la interaccion
entre los movimientos de los precios del activo riesgoso y el bono cupén
cero libre de riesgo crédito, capturando las dos fuentes de incertidumbre
en una sola a través del término de difusién de la dindmica del precio
forward. Ademas, el modelo de soluciéon cerrada es aplicado a los precios
diarios de América Movil. El periodo de los datos cubre del 2 de enero de
2004 al 9 de mayo de 2011. En general, los resultados nimeros indican
que los valores de las opciones estdn sobreestimados o subestimados
con respecto a los valores de mercado en la mayoria de los casos.

Palabras claves: Valuacién de opciones, tasa de interés estocastica,
procesos de difusiéon, medidas martingala.

ABSTRACT

The nonlinear dynamics and the stochastic behaviour of the interest
rate have a stronger impact on the pricing of derivatives securities,
particularly for long-maturity option contracts. This paper proposes
closed-form solutions for the pricing of equity options when the interest
rate is stochastic under the existence of an equivalent martingale measure
or risk-neutral forward measure. The arbitrage-free pricing model allows
for capturing the dependence structure between the rates of return of
the underlying stock and the default-free zero coupon bond, i. e. the two
uncertainty sources can be simplified as one uncertainty source by means
of the diffusion term of the forward price dynamics. In addition, we apply
the solutions of model to the daily data of America Movil over the period 2
January 2004 to 9 May 2011. Overall, the numerical results show that the
values of the options are overestimated o underestimated with respect to
the market values in most of the cases.

Keywords: Derivatives pricing formula, stochastic interest rate, diffusion
processes, martingale measure.
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1. Introduccion

n el campo de las finanzas cuantitativas, el modelo de forma cerrada de

Black-Scholes ha sido extensamente aplicado para los propésitos de va-
luacion, administracién y control de riesgos de portafolios de derivados por
los participantes en los mercados organizados y OTC en las ultimas décadas,
incluso para la valuacién de opciones reales (Trigeorgis, 1996). Por ello, la
solida teoria es considerada la base financiera para los métodos contempora-
neos de valuacion de opciones bajo la premisa de la ausencia de oportunida-
des de arbitraje. La esencia de la teoria de Black-Scholes (1973) consiste en
construir un portafolio libre de riesgo formado por una posicion larga en el
mercado de opciones y una posicion corta en el mercado de contado (accién o
activo riesgoso), la cual debe ser replicada en intervalos de tiempo infinitesi-
males. El resultado principal de esta perfecta estrategia de cobertura libre de
riesgo es la ecuacidn diferencial parcial parabdlica lineal, cuya solucién ana-
litica es la férmula para la valuacién de opciones bajo los supuestos de que la
dinamica del precio del activo subyacente esta gobernada por un movimiento
Browniano geométrico y la tasa de interés es conocida y constante a través
del tiempo. Este ultimo supuesto asumido en el marco de Black-Scholes se
atribuye al hecho de que el comportamiento de las tasas de interés tiende a
ser mas estable a través del tiempo en relacion al comportamiento observado
en los mercados accionarios.

Sin embargo, literatura financiera-econdémica ha encontrado suficiente
evidencia estadistica acerca del claro comportamiento no-lineal y no-estacio-
nario de las tasas de interés, es decir, que éstas evolucionan como un proceso
estocastico bajo la hipétesis de reversion a la media (Nelson y Plosser, 1982;
Choiy Wohar, 1991; Anderson, 1997; Chiang y Chiang, 1995 y 1999; Chapman
y Pearson, 2000; Bandi, 2002; Shively, 2005). En consecuencia, varios modelos
de equilibrio o libres de arbitraje han sido desarrollados y utilizados por aca-
démicos para entender y capturar el comportamiento dinamico de las tasas
de interés durante las ultimas décadas. En este sentido, la amplia literatura se
divide en tres grupos: el primer grupo de modelos continuos utiliza un factor
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o una simple fuente de incertidumbre para explicar la evoluciéon dindmica de
la tasa de interés de corto plazo, sugerido inicialmente por Merton (1973) y
posteriormente extendido por Vasicek (1977) y Cox, Ingersoll y Ross (1985).!

Por su parte, Brennan y Schwartz (1979), Schaefer y Schwartz (1987),
Longstaff y Schwartz (1992) y Fong and Vasicek (1991), con base en modelos
de dos factores, sostienen que la variabilidad en las tasas de interés a dife-
rentes plazos se explica mejor cuando son incorporados mas de dos variables
explicativas o factores estocasticos. No obstante, el interés por relajar el débil
ajuste en la actual estructura de plazos de las tasas de interés derivado por
los modelos de un factor ha generado varias extensiones debido a las impli-
caciones que pueden tener en la valuacién de productos derivados mas com-
plejos. Al respecto, Hull y White (1990) proponen un modelo exégeno de tres
factores al introducir parametros como funcién del tiempo en el modelo de
Vasicek, el cual captura mas apropiadamente la estructura de dependencia
entre las tasas de interés de diferentes vencimientos y los patrones de volati-
lidad reales.? Por lo anterior, el tema de la propiedad estocastica de la tasa de
interés de corto plazo ha recibido especial atencién en la literatura financiera,
dado que el supuesto de tasa de interés constante tiene consecuencias trans-
cendentales en las estrategias de cobertura perfecta para reducir el riesgo e
incluso invalidar la aplicacién de modelos de valuacion de opciones bajo una
medida martingala equivalente Unica, particularmente en los contratos de op-
ciones con vencimientos largos debido a los efectos de apalancamiento y la
naturaleza no-lineal de los instrumentos derivados.

En esta investigacion se propone un modelo de forma cerrada para la va-
luacién de opciones en el marco de Black-Scholes y Merton cuando la dinami-
ca del precio del activo riesgoso estd gobernada por un movimiento Brownia-
no geométrico y la tasa de interés libre de riesgo es estocastica. El modelado
de la fuente de incertidumbre de la tasa de interés es directamente a través
del comportamiento estocastico del precio de un bono cupén cero libre de
riesgo crédito, el cual también sigue un movimiento Browniano geométrico
con varianza deterministica y con el mismo vencimiento al de la opcién. El
procedimiento de valuacién consiste en determinar un proceso de difusiéon

! Otro modelo de un factor, pero con volatilidad creciente y distribucion lognormal
para el nivel de la tasa de interés, es propuesto por Dothan (1998).

2 En este contexto es importante resaltar que Ho y Lee (1986) fueron los pioneros en
proponer un modelo de tasas de interés exdgeno. Sin embargo, la evolucion de la
estructura de plazos de las tasas de interés esta gobernada por un modelo basado en
el supuesto de un arbol binomial.
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que capture las dos fuentes de incertidumbre del activo riesgoso y del bono
cup6n cero en una sola fuente de incertidumbre bajo una medida forward de
probabilidad neutral al riesgo. Cabe resaltar que el modelo de forma cerra-
do derivado es muy similar al propuesto por Bjork (2004) de acuerdo con la
teoria de arbitraje en tiempo continuo. Otra de las contribuciones es que el
modelo extendido es aplicado a datos diarios de la accién de América Mévil L
(AMXL) que cotiza en el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer), utilizan-
do la volatilidad correlacionada condicional estimada a través de los modelos
GARCH multivariados.

Esta investigacion esta estructurada de la siguiente forma. En la segunda
seccion se establecen los supuestos basicos del modelo de Black-Scholes. En
la seccion 3 se deriva la dinamica del proceso de difusion que captura las dos
fuentes de incertidumbre. En la cuarta seccidn se obtiene el modelo de valua-
cién de opciones en el contexto tradicional de Black-Scholes asumiendo tasa
de interés estocastica. La seccién 5 describe brevemente los modelos GARCH
multivariados utilizados para la estimacién de la volatilidad correlaciona con-
dicional. Los resultados numéricos de la aplicaciéon del modelo de forma ce-
rrada son proporcionados en la seccion 6. En la dltima seccién se presentan
las conclusiones y comentarios.

2. Supuestos basicos y dinamicas de los activos

Con el propdsito de obtener soluciones de forma cerrada tratables, los su-
puestos tradicionales de la economia de Black-Scholes son empleados, pero
con una extension en la economia a fin de capturar la fuente de incertidumbre
de la tasa de interés en un contexto neutral al riesgo. De esta manera, los prin-
cipales supuestos del modelo son introducidos y discutidos a continuacion.

Considerando una economia de operacién continua, la incertidumbre en
los mercados financieros se captura a través de la introduccién de un espacio
de probabilidad (€, J,P) y una filtracion F ={3,:0<¢<T}, en donde S, re-
presenta el valor del activo riesgoso en el tiempo 7. La dindmica estocastica
de S, en el espacio de probabilidad neutral al riesgo es conducida por un
movimiento Browniano geométrico de la siguiente forma:

D pdr+,dx, ()

t
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donde el parametro que define a la tendencia instantanea g, representa el
rendimiento esperado, o, es la desviacion estandar del rendimiento esperado
del activo riesgoso S, , los cuales son constantes a través del tiempo. Este pro-
ceso se caracteristica por tener incrementos temporales independientes que
se distribuyen como una variable aleatoria normal con media E[dX,]= 0y
varianza Var[dX,]|=dt en el mismo espacio de probabilidad, y se define como
una funcién del movimiento Browniano estandar o proceso de Wiener, es de-
cir, X;.

Considerando un mercado en donde se emiten y negocian instrumentos
financieros libres de riesgo crédito que cotizan a descuento, es decir, bonos
cupon cero con precio de mercado B, ; en el tiempo ¢ y vencimiento en el
tiempo T, y que regresan el valor nominal de una unidad monetaria al ven-
cimiento, By r =1. De manera similar, la dindmica del valor del bono cup6n
cero libre de riesgo crédito esta gobernada por un movimiento Browniano
geométrico definido de la siguiente forma:

dB, r
Bt T

>

donde los parametros 4 y o, representan el rendimiento esperado y la vo-
latilidad de la tasa instantdnea de rendimiento del bono cupén cero libre de
incumplimiento B, ;. La variable aleatoria Z, es también un proceso de Wie-
ner con incrementos temporales independientes que se distribuyen normal
con E[dZ,|=0y Var|dz,]=d:.

De esta manera, este supuesto muestra que la fuente de incertidumbre
del precio del bono cupdn cero conducido por la ecuacion diferencial esto-
castica (2), es equivalente a modelar la incertidumbre de la tasa de interés
libre de riesgo bajo la misma medida de probabilidad neutral al riesgo (Liao
y Huang, 2005). En este contexto no se especifica un modelo estocastico
para la tasa de interés de corto plazo, aunque modelos como Vasicek (1997)
y Cox et. al. (1985) pueden ser utilizados en este marco con sélo modificar el
término de difusion en la ecuacion diferencial estocastica anterior.

Por su parte, otros supuestos que delimitaran el marco y los alcances de
este trabajo de investigacion son que los mercados de los activos financieros
tratables estan libres de fricciones, es decir, la operacion en el mercado es con-
tinua y se asume que no existen costos de transaccion, impuestos o pago de
dividendos y no hay limitaciones en las ventas en corto. Asimismo, los agentes
economicos participantes pueden endeudarse y prestar a la misma tasa de
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interés instantdnea libre de riesgo. Finalmente, asumiendo que un conjunto de
activos financieros se pueden negociar continuamente en el mercado, el activo
financiero B, representa la cantidad de dinero depositada en una cuenta ban-
caria o invertida en el mercado de dinero en el tiempo ¢ > 0, cuya evolucion es
conducida por la ecuacidn diferencial

B

t

con By =1y donde r={r,,1€[0,T]} representa el proceso de la tasa de inte-
rés instantanea de corto plazo predecible para ¢ € [O,oo). En consecuencia, el
monto del activo financiero B, en el tiempo >0 esiguala

B, = exP[IrS ds (4)
0

donde 7, es una funcién positiva del tiempo lo que implica que el valor de la
cuenta bancaria B, también sea una funcién deterministica del tiempo, con-
tinua y creciente.

3. Proceso de difusiéon bajo la medida forward

En esta seccidn, el principal objetivo es derivar la dindmica conjunta de las
dos fuentes de incertidumbre, capturandolas en una sola fuente de incerti-
dumbre bajo una medida de probabilidad forward neutral al riesgo. En este
contexto, el término de difusién o volatilidad del nuevo proceso estocastico
captura apropiadamente ambas fuentes de incertidumbre a través de la co-
rrelacion entre los movimientos del activo riesgoso y el bono cupdn cero libre
de incumplimiento.

Dado que las dinamicas de los procesos S, y B, pueden ser expresadas
en términos de dos procesos de Wiener X, y Z, correlacionados entre si con
Cov[dX,,dZ,]z pdt y donde £ es un nimero real, entonces se puede definir
una funciéon que depende de ambas fuentes de incertidumbre y el tiempo, es
decir, f(S,,B,,T,t).

13
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Aplicando el Lema de It6, las reglas del calculo estocastico y sustituyendo
las dinamicas de los precios del activo riesgoso y bono cup6n cero libre de
incumplimiento se tiene la siguiente ecuacion:

+ — +
ot 6S, HsOy 53,; Hp t,T P aSz

t

2
T Sy, + 19T 252

2
L1

2 p2 o’ f
— 0B 1+ ———po,05S,B, ; |dt+0f
2 2 > >
OB; 1

08,08, 1

Asumiendo que los precios de S, y B, se distribuyen lognormal, entonces la
funcién que depende de ambos factores de riesgo se puede expresar de la siguiente
forma:

f@%ﬂ%%;] (6]

t,T

donde el argumento de la funcidn logaritmica se puede definir como el precio
Jforward sobre el activo riesgoso negociado en el tiempo ¢ y con fecha de entrega
en el tiempo 7', es decir,

F, = (7)

Tomando las derivadas parciales de la ecuacion (6) y sustituyéndolas en la
ecuacion (5) se tiene que

dln(Ft):(,uS—,uB—%ag+%0'123jdt+0'5 dX, —op dZ, (8)

Para simplificar la dinamica del forward suponemos que los términos de difu-
sién que corresponden a la parte aleatoria de la ecuacién (8) se puede expre-
sar de la siguiente forma:

o, dX, —opdZ, =op dW,
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donde la varianza de la diferencia de los procesos de Wiener X, y Z, corre-
lacionados se puede expresar en términos de la varianza del precio forward,
la cual captura la correlacion entre los precios del activo riesgoso y el bono
cupon cero libre de riesgo crédito, esto es,

VarldX, — dz,|=Var|dX, |+ Var|dz,]- 2Cov|dX,,dZ, ]

= (0'§ + 0'12; —2p0'SO'B)dt = O'%dt

Sin pérdida de generalidad, la tendencia instantanea y la volatilidad de la di-
namica del precio forward se pueden definir de la siguiente forma:

OF =05 + 05 —2p0s0g 9)

y
I » 1 » 10
Hp = NS—NB—EO'S+50'B (10)

En consecuencia, la dindmica del precio forward sobre el activo riesgoso en el
tiempo ¢ esta conducida por la ecuacion diferencial estocastica

din(F,)= ppdi+op dW, (1)

De acuerdo con el supuesto de que los precios forward siguen una distribu-
cion lognormal, entonces la ecuacidn diferencial estocastica (11) se puede ex-
presar de la siguiente manera:

dF,
?t_;uth"'GFdVVt (12)

donde o esla volatilidad de la tasa de rendimiento instantanea del precio
forward, 1a cual se define como una funcion creciente dependiente del tiempo.
En este sentido, el comportamiento estocastico de la tasa de interés de corto
plazo tiene un efecto importante en la naturaleza de los precios de las opcio-
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nes, particularmente cuando aun falta bastante tiempo para la expiracién de
la opcidn o en la celebracion del contrato.

De esta manera, el potencial de la medida forward coadyuva a capturar,
de manera eficiente, las dos fuentes de incertidumbre definidas por el activo
riesgoso y el bono cupdn cero libre de incumplimiento en una sola fuente de
riesgo.

4. Valuacion de opciones bajo una medida
forward neutral al riesgo

La extensa investigacion en matematicas financieras demuestra que el supues-
to de mercado completo (libre de oportunidades de arbitraje) es un concepto
estandar de restriccion en los modelos de Black-Scholes y Merton. De hecho,
el supuesto fundamental de esta teoria sustenta la existencia de una medida
de probabilidad neutral al riesgo o medida martingala equivalente. En otras
palabras, los precios de las opciones financieras se comportan como martin-
galas, al existir suficientes contratos que ayudan a cubrir o replicar cualquier
activo subyacente a través estrategias de inversion dindmicas autofinancia-
bles (Harrison y Kreps, 1979; Harrison y Pliska, 1981, 1983; Duffie, 1996).2

Sin embargo, la relajacion de este supuesto aunado a la introduccién de
nuevas fuentes de incertidumbre con respecto al movimiento Browniano pue-
de conducir a modelos de valuacidn inapropiados en la cobertura completa o
perfecta del riesgo intrinseco. En el caso de un modelo de difusion con tasa de
interés estocastica, el mercado puede ser completo o incompleto. Si el mer-
cado es incompleto, en ese momento la medida martingala equivalente deja
de ser unica. Asimismo, la cobertura perfecta en el marco de Black-Scholes y
Merton es inalcanzable debido a que la medida martingala equivalente es fija-
da por el propio mercado a través de los precios de mercado de las opciones,
subestimando asi las primas dentro y fuera del dinero y sobreestimandolas
en el dinero. Para solucionar este problema se establece la relacién entre el
concepto econémico de ausencia de arbitraje y la propiedad matematica de la
existencia de una medida neutral al riesgo o medida martingala equivalente
demostrada por Harrison y Pliska (1981).

3 En este contexto, la definicion de estrategia de inversion autofinanciable es alcanzada
cuando s6lo cambia de valor ante cambios en los precios del activo subyacente, es
decir, no se obtienen flujos adicionales después del tiempo inicial
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En la teoria financiera, la interpretacion de que los cambios futuros en los
precios de los activos financieros son totalmente impredecibles alimentado
por el hecho de que en un tiempo determinado, la informacién mas recien-
te manejada en los mercados financieros es considerada la mas importante,
por lo que el incremento esperado es cero. Sin embargo, la mayoria de los
precios de los activos financieros no siempre tienden a comportarse como
martingalas debido a que no son completamente impredecibles. Esto se atri-
buye, en cierta forma, a que los inversionistas que participan en los mercados
financieros esperan que los precios de los bonos y las acciones aumenten con
el tiempo, mientras que en el caso de los productos derivados (futuros y op-
ciones) disminuyan (Neftci, 2000). Aunque, los activos financieros pueden ser
transformados en martingalas al eliminar la tendencia instantanea, también
conocida como la prima al riesgo que demandan los inversionistas cuando
se encuentran correlacionados positivamente con el riesgo de mercado; sin
embargo, esta tarea no es facil en la practica financiera, en particular en la
valuacidén de productos derivados.

De acuerdo con el calculo de Itd y el supuesto de que los precios de los
activos financieros siguen una distribucién lognormal, consideremos que la
solucién Unica de la ecuacion diferencial estocastica (12) se puede expresar
de la siguiente forma:*

1
F,=Fyex O'FW,J{/J,—EO',%} (13)

En este caso, la solucién Unica representada por el precio forward no se com-
porta como martingala, puesto que todo proceso estocastico que aumenta en
el promedio es una supermartingala (Neftci, 2000). Sin embargo, para trans-
formar esta solucién unica a una martingala, es necesario eliminar la prima
al riesgo o tendencia instantanea sin alterar la estructura de la volatilidad del
activo subyacente mediante un cambio de medida de probabilidad, de tal ma-
nera que al descontar el precio forward por la tasa libre de riesgo se comporte
como una medida martingala equivalente.

De esta manera, la existencia de una medida martingala equivalente tnica
para la solucién del precio forward es demostrada por el teorema de Girsanov
a través de la siguiente proposicion.

4 Para un estudio mas profundo de los diferentes tipos de soluciones de las ecuaciones
diferenciales estocasticas, véase Elliot (1982) y Karatzas y Shreve (1991).
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Proposicion 1.

1 P
Si consideramos que F, = F, exp(aFW, +(y, —Eaﬁj tj es una solucién uni-

ca de la dinamica del precio forward Vi [0,T]y W, =W, +('U—F]t es una

Of

P 1
transformacion lineal, entonces Fy = F,exp| op (WT - W,)—Ea% (T - t)j es

una martingala.’

En consecuencia, el estudio de la teoria de martingalas constituye una
herramienta clave en la valuacién de productos derivados, ya que en ellas va
implicita el concepto de no arbitraje que permite el desarrollo de multiples
modelos financieros de equilibrio.

En el contexto de medida de probabilidad forward neutral al riesgo, la
fijacién de los precios en las opciones se puede tratar a través de soluciones
de forma cerrada bajo supuestos basicos. Por ejemplo, el valor de una opcion
call o put en el tiempo ¢ con precio de ejercicio K y fecha de expiracion en
el tiempo T >1, utilizando la dinamica del precio forward sobre el activo sub-
yacente se obtiene a través del valor esperado condicional del precio spot con
vencimiento en 7" dado un conjunto de informacion disponible hasta el tiem-
po ¢ bajo una medida martingala O equivalente, es decir,

V(e,T)=vE? [exp( ) Trsds)(FT —K)+S,} (14)

donde (FT —K)+ es la funciéon maximo del perfil de pagos de la opcion en el
tiempo 7', con v=1 paraun cally v=-1 para un put.

Un hecho que cabe resaltar es que la valuacion de la opcion bajo una me-
dida forward es mas conveniente en el presente contexto, estableciendo que
el precio forward en el tiempo T se comporta como una martingala bajo esta
misma medida de probabilidad. De esta forma, el valor de la opcién se puede
expresar de la siguiente manera:

Para una demostracion matematica mas detallada de la proposicion 1, véase De Jesus
(2001).
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V(I)ZVEQ[Bt,T(FT_K)Jr‘Sz] (15)

donde B, 7 esun bono cupdn cero libre de riesgo crédito.

Puesto que F, es una variable aleatoria J, — medible y W — ¥, es inde-
pendiente de J, bajo la medida de probabilidad O, entonces es posible cono-
cer el precio de la opcion en el tiempo ¢ como una funcidén del precio forward
y el tiempo.

[ e R S

+

=vB, ;E? Ftexp(O'FWT_,—%O'%(T—t)j—Kj |:§,}

+

1

donde lp o g esuna funcién indicadora con valor iguala 1 si F; > K y cero
si sucede{o contrario, cuyo valor esperado es simplemente la probabilidad de
que el evento representado por la funcién indicadora ocurra (Geman, Karaoui

y Rochet, 1995).

Dado que la condicién de la funcién indicadora® se cumple y el movimien-
to Browniano estandar se distribuye normal N (0,7 —7) bajo la medida de
probabilidad Q y W, , =Z./T—t conZ ~ N(0,1) bajo la probabilidad Q se
tiene que.

6 Para una demostracion matematica detallada de la condicion de la funcion indicadora,
véase De Jesus (2001).

19



Bstocistica

FINANZAS Y RIESGO

1
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8, [ Feng{ 32~z T 1 Lo T 1) i

d
- VBtaTKJ‘,i % ex{_ %22 jdz

Factorizando el argumento de la funcién exponencial de tal manera que sea
un binomio cuadrado perfecto se tiene que

=VvB,

W

_ dy 1 i
= v_[ Tﬂ_S, exp —

—00

e+ op =iy

=vS,N(d} )~ VB;,TIQV(dz)

20

Fexp_ %(Z—FGF«/T—I)Z dz— vB,TK_[ \/7 p(——z j z

d
dz— vB,}TKJ‘_i ﬁexp{— %22 jdz

(17)
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donde la segunda integral de la ecuacién (17) representa la funciéon de dis-
tribucion acumulada de una variable aleatoria normal. De manera similar, la
primera integral también se puede transformar a la distribucién acumulada
normal realizando el siguiente cambio de variable w=z+oc;+/T —¢. Obvia-
mente este cambio de variable genera un cambio de limites de integracion.

En consecuencia, el precio de una opcién call o put sobre un activo ries-
goso con tasa de interés estocdastica determinado por el método de valuacién
forward neutral al riesgo se puede expresar de la siguiente forma:

V(t)=vS,N(vd,)-vB, 7KN(vd,) (18)

donde N(d) esla distribucién acumulada normal evaluada en los parametros
d, y d,,los cuales se expresan de la siguiente manera:

In K; %03,@_,) In mf_ —%o%(T—t)
dl t,T y d2= t,T

Aunque existen dos factores de riesgo para la valuacién de opciones en este
contexto, capturados por la varianza del precio forward sobre el activo ries-
goso. Estos modelos de forma cerrada no requieren de distribuciones acumu-
ladas normales estdndar, en un marco multivariado, para demostrar que las
probabilidades de las opciones se encontraran dentro del dinero. De hecho, si
la volatilidad o es constante y la tasa de interés libre de riesgo es plana o
constante, es decir, B, = exp(— (T —1)). El modelo de forma cerrada definido
por la ecuacion (18) se reduce al tradicional modelo de valuacién de opciones
de Black-Scholes. Finalmente, la ecuacién (18) tiene una gran similitud al re-
sultado de Bjork (2004), quien también deriva un modelo de forma cerrada
para la valuacién de opciones sobre acciones cuando la tasa de interés se com-
porta estocasticamente.
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5. Modelos multivariados de varianza condicional

La estimacién y prediccion de la varianza condicional juega un papel funda-
mental en diversas aplicaciones financieras, particularmente en aquellas rela-
cionadas con la administracion de riesgos, el andlisis de portafolios de inver-
sién y la valuacidn de activos financieros y productos derivados. La extension
del analisis de la volatilidad condicional de series financieras univariadas a
través de la familia de los modelos ARCH-GARCH (Engle, 1982 y Bollerslev,
1986) al contexto de la modelacién de la covarianza condicional de series fi-
nancieras multivariadas ha sido un natural avance en la teoria financiera. Por
ejemplo, existe una familia de modelos GARCH multivariados que describen
todos los elementos de la covarianza condicional o volatilidad correlaciona-
da dinamica, entre ellos se incluyen el modelo VEC diagonal propuesto por
Bollerslev, Engle y Wooldridge (1988), el modelo de correlacién condicional
constante de Bollerslev (1990), el modelo BEKK desarrollado por Engle y Kro-
ner (1995) y el modelo de correlaciéon condicional dindmica propuesto por
Engle (2002). En esta investigacién se aplicaran los modelos VEC diagonal y
BEKK para estimar la volatilidad correlacionada condicional.

5.1 Modelo VEC Diagonal

El modelo VEC diagonal de Bollerslev, Engle y Wooldridge (1998) se carac-
teriza por ser un una versién parsimoniosa del modelo GARCH multivariado
general. Este modelo permite la modelacion de covarianzas cambiantes en el
tiempo a partir de una forma vectorial, expresada de la siguiente forma:

p q
vech(H,) = vech(C) + z A,-vech(et,lg',,i )+ z B,-vech(Ht,,- ) (19)
i=1 i=1

donde H, representa a la matriz de covarianza condicional en el tiempo ¢ty
vech se define como el operador que agrupa las columnas de la parte triangu-
lar inferior de una matriz simétrica en un vector.

De esta manera, la especificacion GARCH multivariada sugiere que H,
sea una funcidn lineal de los residuales cuadrados y cruzados rezagados, asi
como de los valores rezagados de los elementos de H, . Sin embargo, algunos
problemas surgen al momento de la diagonalizacién del modelo, porque la
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restriccién de la dependencia dindmica propicia sesgos en la estimaciéon de
los parametros ubicados en la parte superior de la diagonal de la matriz. Esto
es, Unicamente los choques en el activo i pueden afectar la varianza condi-
cional del activo i y la correlaciéon condicional entre los activos i y j, pero no
la volatilidad del activo j. Este supuesto es muy limitado y, obviamente, una
desventaja para el modelo VEC diagonal, pero necesario para garantizar que
la matriz de covarianza condicional sea positiva definida.

5.2 Modelo BEKK

Para solucionar el problema de la restriccion de los parametros aunado a la
restriccion de la matriz positiva definida, Engle y Kroner (1995) proponen
una nueva reparametrizacion para la matriz de covarianza condicional H,, es
decir, el modelo BEKK,

p q
H, =C'C+Y A &\ A, +Y B;H, B, (20)
i=1 J=1

donde C es una matriz triangular inferior de constantes, mientras que 4; y
B; son matrices de dimension de N x N. Los parametros contenidos en la
diagonal de las matrices 4; y B; capturan los efectos de los choques pasados
propios y la volatilidad pasada del activo 7 sobre su volatilidad condicional.
Por su parte, los parametros fuera de la diagonal de las matrices 4; y B,
recogen los efectos cruzados de mercado en la volatilidad, también conocida
como volatilidad spillover.

Asimismo, esta especificacion alternativa de la ecuacion de la covarianza
condicional permite capturar la dependencia dindmica entre las series de las
volatilidades y garantizar que la matriz de covarianza condicional sea positiva
definida; no obstante, dicho modelo presenta debilidades. En primer lugar, no
existe una interpretacion directa de los parametros de las matices 4; y B;
con respecto a los valores rezados de las volatilidades o choques. La segunda
debilidad es que el nimero de parametros a estimar en el modelo BEKK au-
menta rdpidamente con el incremento de p y ¢, limitando asf el nimero de
activos financieros. Finalmente, la modelacién de la matriz de covarianza con-
dicional presenta serias complicaciones, puesto que la evidencia empirica ha
demostrado que la mayoria de los parametros estimados no son significativos
estadisticamente.
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6 Aplicacion para el mercado mexicano de derivados

En esta seccion se aplica el modelo de valuaciéon de opciones incorporando
la naturaleza estocastica de la tasa de interés y la volatilidad correlacionada
condicional estimada a través de los modelos GARCH multivariados.

6.1 Datos y estimacion de los parametros de los modelos
GARCH multivariados

Para el andlisis de la volatilidad correlacionada condicional se utilizan los pre-
cios diarios de cierre del titulo de capital de América Mé6vil L (AMXL) y los pre-
cios de los Cetes a 91 dias del mercado secundario. El periodo muestral cubre
del 2 de enero de 2004 al 9 de mayo de 2011, totalizando 1854 observaciones.
La seleccién del periodo de estudio es consistente con la fecha del 22 de mar-
zo de 2004, dia en que iniciaron las operaciones de opciones sobre AMXL en
el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer). La serie financiera de AMXL se
obtuvo de la base de datos de Bloomberg, mientras que la serie de los precios
de Cetes fue obtenida de la base de datos de Banco de México.

Las ecuaciones de la media y la covarianza condicional son estimadas
simultdneamente a través del método de maxima verosimilitud usando los
rendimientos diarios de las series financieras de AMXL y Cetes. Para facilitar
el andlisis de los resultados, las series financieras de los Cetes y AMXL son
representadas por los indices 1y 2, respectivamente. El Cuadro 1 proporciona
los resultados de los parametros estimados de los modelos seleccionados con
innovaciones normales durante el periodo de estudio. Los modelos GARCH
bivariados convergen después de 70 iteraciones para el modelo BEKK y 86
iteraciones para el modelo VEC diagonal. Las relaciones de los rendimientos
son capturadas por los parametros estimados ¢, y ¢, enlos dos modelos. En
ambos casos, el parametro ¢, no es significativo estadisticamente, lo cual in-
dica que la media no condicionada de los rendimientos de los precios de Cetes
a 91 dias es igual a cero en el largo plazo, es decir, no es positiva. Analizando
los resultados de las ecuaciones de la covarianza condicional se puede obser-
var que los parametros estimados de la diagonal de la matriz C son todos
significativos, excepto los parametros @;; para el modelo VEC diagonal y @,,
para el modelo BEKK. Por su parte, todos los elementos de la diagonal de las
matrices 4 y B, que capturan los efectos ARCH y GARCH, son altamente sig-
nificativos para los dos modelos GARCH bivariados. Este hecho sustenta que
los efectos ARCH y GARCH son esenciales en ambas series financieras.
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Cuadro 1. Parametros estimados de los modelos GARCH multivariados.

Panel A. Modelos estimados
Modelo BEKK Modelo VEC diagonal

Parametros Valor Errores Valor-p Valor Errores Valor-p
C, -0.0023 0.0022 0.3129 -0.0006 0.0023 0.7937
c, 0.0985** 0.0478 0.0396 0.1093*** 0.0387 0.0048
@y, 0.0039** 0.0019 0.0426 0.0000 0.0000 0.7611
,, 0.4673*** 0.1636 0.0043 0.0018 0.0026 0.4897
®,, -0.0009 0.7997 0.8751 0.0392*** 0.0096 0.0000
o, 0.1294*** 0.0228 0.0000 0.0174%>* 0.0062 0.0051
oy, -0.0829 0.5715 0.5384 0.0271 0.0367 0.4604
o, 0.0005 0.0006 0.4859 —_ —_ —_
o, 0.2887*** 0.0224 0.0000 0.0658*** 0.0070 0.0000
B 0.9897*** 0.2442 0.0000 0.9820*** 0.0067 0.0000
By -0.4099* 0.2442 0.0934 0.4990 0.6731 0.4585
By -0.0002 0.0003 0.4886 —_— —_— —
By 0.9347*** 0.0096 0.0000 0.9254*** 0.0063 0.0000

Panel B. Pruebas estadisticas
Modelo BEKK Modelo VEC diagonal
Prueba ACETES AAMXL ACETES AAMXL
Q(12) 3169(0.000) 11.71(0.469) 3160(0.000) 9.84(0.629)
Q2(12) 2538(0.000) 9.99(0.616) 2534(0.000) 8.53(0.741)
Q*(12) 2561(0.000) 2554(0.000)
AIC 2446 2377
BIC 2518 2438

Nota: Los términos ***, ** y * indican significancia estadistica para los niveles de 1%, 5% y 10%, respectivamente.
Los valores 0(12) 0*(12), y 0"(12), y son los estadisticos de la prueba de Ljung-Box para las series de los residuales
estandarizados, estandarizados cuadrados y la prueba multivariada de los residuales estandarizados cuadrados
con 12 rezagos. Los valores en paréntesis son los valores-p. AIC y BIC representan el criterio de informacion de
Akaike y criterio de Schwarz, respectivamente.

Los elementos fuera de la diagonal de las matrices 4 y B capturan los efec-
tos cruzados de mercado, también conocidos como choques spillover y vola-
tilidad spillover entre las dos series financieras. La carencia de significancia
estadistica en los parametros estimados @,,, a,,, 8, y ,, muestra claramente
que no existe transmision de informaciéon bidireccional entre los mercados
de renta variable y renta fija, es decir, las correlaciones condicionales entre
las dos series financieras no estdn determinadas por los valores rezagados de
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las volatilidades y residuales. Este hallazgo es sustentado por las correlacio-
nes condicionales entre ambas series financieras como se puede apreciar en
la Gréfica 1. Las correlaciones dindmicas presentan un comportamiento no
estacionario y mixto, esto es, periodos de crecimiento significativos, pero con
cambios de tendencia rapidos, incluso alcanzando valores negativos, particu-
larmente para el caso del modelo BEKK.

Grafica 1: Comportamiento de la correlaciones condicionales.
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Para validar la robustez de los modelos BEKK y VEC diagonal en los aspec-
tos de la correlacion serial, la media y la covarianza condicional se aplican
tres pruebas estadisticas, la de Ljung-Box para los residuales estandarizados
simples y cuadrados y la extensiéon multivariada de la prueba de Ljung-Box
univariada para los residuales estandarizados cuadrados. Los resultados de
las pruebas estadisticas de los modelos estimados son reportados en el panel
B del Cuadro 1. Los valores-p de las tres pruebas de Ljung-Box para los resi-
duales estandarizados y estandarizados cuadrados menores al nivel de signi-
ficancia convencional del 5% indican la existencia de fuerte correlacidn serial
en la serie financiera de Cetes y, al mismo tiempo, confirmar que los modelos
BEKK y VEC diagonal no son apropiados para capturar la dindmica en el pri-
mero y segundo momento de las series financieras. Otro hallazgo derivado de
los resultados de los parametros estimados es que los modelos BEKK y VEC
diagonal son estacionarios. La estacionaridad en los modelos VEC diagonal y
BEKK es alcanzada cuando las sumas a; + 8; ¥ a,% + ﬁ,f son menoresal, es
decir, 0.999, 0.991, 0.996 y 0.957, respectivamente. Finalmente, una alternati-
va para la seleccion del modelo 6ptimo es comparar los valores de los criterios
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de informacién de Akaike (AIC) y Schwarz (BIC). En términos de ajuste, el mo-
delo VEC diagonal supera al modelo BEKK debido a que presenta valores AIC
y BIC mas pequefios (2377 contra 2446 y 2438 contra 2518).

6.2 Fijacion de precios de opciones sobre Ameérica Movil

A fin de determinar el desempefio del modelo de valuacién de opciones con
tasa de interés estocastica en el Mercado de Derivados Mexicano. En este ana-
lisis numérico se usa la informacion del boletin diario de transacciones del
mercado de opciones publicado por el MexDer del dia 9 de mayo de 2011.
Asimismo, las tasas de interés libres de riesgo son interpoladas a través de
la estructura de plazos de Cetes del mercado secundario, las cuales son con-
sistentes con los plazos al vencimiento de las opciones call y put, es decir, 39,
129, 221y 312 dias, respectivamente. La volatilidad correlacionada estimada
con el modelo VEC diagonal es aproximadamente del 23.95% anual y el precio
de cierre de AMXL equivale a 30.25 pesos mexicanos. Los precios de ejercicio
reportados en el boletin diario van desde 30 hasta 40 pesos mexicanos, in-
cluyendo opciones call o put tanto fuera como dentro del dinero ligeramente,
profundamente y muy profundamente.

Los precios de las opciones de mercado y tedricas para los cuatro venci-
mientos de AMXL son reportados en los Cuadros 2 y 3. Analizando los resulta-
dos de ambos cuadros para los vencimientos del 17/06/2011, 15/09/2011 y
17/12/2011 se puede apreciar que la diferencia entre los precios de mercado
y teoricos disminuyen a medida que el precio de ejercicio se incrementa. Este
hecho se alcanza a reflejar mas cuando la opcién call se encuentra muy pro-
fundamente fuera del mercado, mientras que en las opciones put se incremen-
ta a medida que se encuentran muy profundamente dentro del dinero.

En este sentido, el modelo de valuacién extendido alcanza su mejor des-
empefio para las opciones put ligeramente fuera y dentro del mercado con
precios de ejercicio de 30 a 34, excepto para el vencimiento del 17/06/2011
y precios de ejercicio de 30 y 31, y para el vencimiento del 15/09/2011 con
precio de ejercicio de 32. Por su parte, los precios teéricos de las opciones call
son muy similares a los precios de mercado cuando éstas se encuentran muy
profundamente fuera del mercado, excepto para el precio de ejercicio de 40
del 16/12/2011. Este hecho se atribuye a que las diferencias entre los precios
de mercado y tedricos son menores a 10 centavos y las volatilidades implici-
tas se encuentran alrededor de la volatilidad correlacionada condicional esti-
mada por el modelo VEC diagonal (23.95%).
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Cuadro 2. Precios de opciones de AMXL para los vencimientos del 17/06/11y

15/09/11.
Precio Call Precio Put Diferencia Volatilidad Implicita

K MexDer Modelo  MexDer Modelo Call Put Call Put

17/06/2011
30 0.890 1.152 0.610 0.764 -0.262 -0.154 16.97 20.11
31 0.440 0.688 1.170 1.295 -0.248 -0.125 17.58 20.49
32 0.200 0.377 1.930 1.980 -0.177 -0.050 18.15 21.64
33 0.080 0.190 2.820 2.788 -0.110 0.032 18.68 23.48
34 0.030 0.088 3.780 3.681 -0.058 0.099 19.17 25.95
35 0.010 0.037 4.760 4.626 -0.027 0.134 19.61 29.00
36 0.000 0.010 5.760 5.599 -0.010 0.161 20.01 32.58
37 0.000 0.005 6.760 6.585 -0.005 0.175 20.37 36.64
38 0.000 0.002 7.760 7.577 -0.002 0.183 20.69 41.13
39 0.000 0.001 8.770 8.571 -0.001 0.199 20.96 46.03
40 0.000 0.000 9.780 9.566 0.000 0.214 21.19 51.30
15/09/2011

30 1.770 2.092 1.360 1.373 -0.322 -0.013 19.19 23.66
31 1.250 1.607 1.780 1.873 -0.357 -0.093 18.84 22.31
32 0.850 1.209 2.340 2.459 -0.359 -0.119 18.67 21.42
33 0.560 0.892 3.040 3.126 -0.332 0.086 18.68 20.97
34 0.370 0.645 3.870 3.864 -0.275 -0.006 18.88 20.97
35 0.240 0.458 4.780 4.661 -0.218 0.119 19.26 21.41
36 0.160 0.319 5.750 5.507 -0.159 0.243 19.82 22.31
37 0.120 0.219 6.750 6.390 -0.099 0.360 20.56 23.65
38 0.090 0.147 7.750 7.303 -0.057 0.447 21.49 25.43
39 0.070 0.098 8.750 8.238 -0.028 0.512 22.60 27.67
40 0.060 0.064 9.750 9.189 -0.004 0.561 23.89 30.35

Nota: ElI Cuadro 2 reporta los precios de mercado y tedricos de las opciones de AMXL, sus
diferencias, las volatilidades implicitas derivas de las expectativas de los participantes en el
mercado de opciones para cada precio de ejercicio y vencimientos del 17/05/11 y 15/09/11.

Finalmente, el modelo extendido que captura el efecto estocastico de la tasa
de interés muestra un bajo desempeiio al sobrestimar o subestimar los pre-
cios de las opciones call y put con plazos largos de vencimiento (321 dias),
excepto para los precios de ejercicio de 30 a 32 de las opciones call. La desvia-
cion significativa entre los precios de mercado y tedricos no sélo esta asocia-
da directamente a la inapropiada estimacién de la volatilidad correlacionada
condicional, sino también al incremento de la tasa de interés porque la teoria
sustenta que a medida que aumenta la tasa de interés disminuye el precio de
la opcion put y, al mismo tiempo, se incrementa el precio de la opcién call.
Aunque en este analisis existen algunas excepciones donde ocurre lo contra-
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Cuadro 3. Precios de opciones de AMXL para los vencimientos
del 16/12/11y 15/03/12.

Precio Call Precio Put Diferencia Volatilidad Implicita
K MexDer Modelo MexDer Modelo Call Put Call Put
16/12/2011
30 2.680 2.798 1.640 1.727 -0.118 -0.087 22.31 22.62
31 2.100 2.308 2.130 2.209 -0.208 -0.079 21.53 22.50
32 1.630 1.884 2.710 2.757 -0.254 -0.047 21.02 22.35
33 1.250 1.522 3.360 3.369 -0.272 0.009 20.77 22.19
34 0.950 1.218 4.090 4.037 -0.268 -0.053 20.78 22.00
35 0.740 0.966 4.900 4.758 -0.226 0.142 21.05 21.80
36 0.590 0.760 5.790 5524 -0.170 0.266 21.59 21.58
37 0.490 0.592 6.750 6.329 -0.102 0.421 22.38 21.33
38 0.430 0.458 7.750 7.167 -0.028 0.583 23.44 21.07
39 0.390 0.351 8.750 8.033 0.039 0.717 24.75 20.79
40 0.380 0.268 9.750 8.922 0.112 0.828 26.33 20.49
15/03/2012

30 3.380 3.397 2.390 1.969 -0.017 0.421 23.27 27.44
31 2.850 2.905 2.870 2.438 -0.055 0.432 23.02 27.12
32 2.370 2.468 3.400 2.961 -0.098 0.439 22.77 26.80
33 1.960 2.083 3.980 3.538 -0.123 -0.442 22.52 26.47
34 1.590 1.749 4.630 4.164 -0.159 -0.466 22.27 26.15
35 1.280 1.459 5.340 4.835 -0.179 -0.505 22.02 25.82
36 1.211 1.020 5.548 6.100 0.191 -0.552 21.77 25.50
37 0.790 1.000 6.920 6.297 -0.210 0.623 21.52 25.17
38 0.822 0.610 7.810 7.080 0.212 0.730 21.27 24.85
39 0.470 0.672 8.750 7.891 -0.202 0.859 21.02 24.52
40 0.350 0.548 9.750 8.727 -0.198 1.023 20.77 24.20

Nota: El cuadro 3 reporta los precios de mercado y los teodricos de las opciones de AMXL, sus
diferencias, las volatilidades implicitas derivadas de las expectativas de los participantes en el
mercado de opciones para cada precio de ejercicio y vencimientos del 16/12/11y 15/03/12.

rio, por ejemplo, para los precios de ejercicio de 33 a 36 en las opciones call y
para el precio de ejercicio de 40 en las opciones put.

7. Conclusiones

Un gran numero de estudios empiricos sustentan el insuficiente desempefio
del modelo de Black-Scholes para proporcionar una cobertura perfecta del
riesgo intrinseco debido a la relajacién del supuesto de tasa de interés de-
terministica. Este trabajo de investigaciéon propone soluciones de forma ce-
rrada para la valuacion de opciones sobre activos riesgosos introduciendo el
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comportamiento estocastico de la tasa de interés bajo una medida martingala
neutral al riesgo equivalente. La medida forward juega un papel fundamen-
tal en la determinacién de distribuciones acumuladas normales univariadas
para probar que las probabilidades de las opciones se encontraran dentro del
dinero. Asimismo, la técnica martingala como método alternativo a la aproxi-
macién de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas lineales reduce los
calculos matematicos significativamente, con sdlo controlar las tendencias
instantaneas de los movimientos Brownianos geométricos, es decir, la prima
al riesgo de los activos riesgosos sin necesidad de alterar la estructura de la
volatilidad bajo el concepto de no arbitraje. Por su parte, los resultados empi-
ricos muestran el potencial del modelo de valuacién propuesto al mejorar el
desempefio de los modelos de valuaciéon de opciones de un factor en el mar-
co de Black-Scholes, cuando se aplica a opciones sobre América Mévil que se
encuentran muy profundamente fuera del mercado call y ligeramente fuera y
dentro del mercado put para vencimientos de corto y mediano plazos a pesar
de que la volatilidad correlacionada condicional no es estimada apropiada-
mente por el modelo VEC diagonal. Sin embargo, el modelo de valuacién es
inconsistente para determinar los precios de las opciones call y put cuando
se encuentran muy profundamente fuera del mercado y muy profundamente
dentro del mercado, particularmente en las opciones con largos plazos al ven-
cimiento. Los hallazgos del presente andlisis son de suma importancia para
los participantes en el mercado de opciones que buscan la cobertura perfecta
del riesgo aplicando modelos convencionales para la valuacién de derivados,
pero que no son suficientes para recoger las diversas fuentes de incertidum-
bre que afectan a los precios de las opciones. Finalmente, futuros trabajos de
investigacion pueden incluir el desarrollo de modelos mas sofisticados que
permitan capturar apropiadamente la interaccién intertemporal de la volati-
lidad correlacionada de los rendimientos de las acciones y bonos cupén cero
para cada precio de ejercicio de las opciones call y put.
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