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PRESENTACION

ace un afio los precios del petroéleo iniciaron su trayectoria a la baja, asi-

mismo, comenz6 un proceso de depreciacion del peso con respecto del
dolar de mas de 17 por ciento en el periodo de un afo, de principios de julio de
2014 a finales de junio de 2015, a pesar de los esfuerzos del gobierno para evi-
tar una depreciacion de esta magnitud. A este panorama econémico se suman
cuestionamientos severos del sistema econdémico, legal y politico del pafs.

La reduccion en el gasto publico, provocada por la disminucién de los
ingresos derivados de las exportaciones de petréleo, y un descenso en la
actividad econémica por el encarecimiento de las importaciones, han provo-
cado que los pronoésticos de crecimiento para México, tanto para 2015, como
para 2016 sean mucho mas conservadores.

A este escenario poco alentador, en el contexto internacional se afiade la
desaceleracion de la economia China. La devaluacion del yuan ha provocado
que las importaciones de productos chinos se intensifiquen, sin embargo, las
exportaciones hacia ese pais se han contraido. Sin embargo, con una vision
optimista, el crecimiento mas acelerado en la economia de Estados Unidos,
considerando los lazos comerciales y econémicos que unen a nuestra naciéon
con Estados Unidos, pudiera tener un efecto favorecedor para la economia
mexicana. Dado lo anterior, contintian siendo pertinentes algunas pregun-
tas que ya se han formulado en el pasado: ;podra el crecimiento de la econo-
mia de Estados Unidos reactivar la economia mexicana?, ;la depreciacion del
peso y el consecuente incremento de exportaciones distintas a las petrole-
ras podran compensar la baja en los ingresos derivados de la venta de petré-
leo?, ;se podran desarrollar y ofrecer instrumentos financieros que ayuden
a enfrentar la crisis financiera de una mejor forma? Ante estas interrogan-
tes, continda el compromiso de Estocastica: finanzas y riesgo de difundir
investigaciones originales, realizadas por académicos/as especializados/as
que buscan contribuir al estudio y debate de las finanzas y la administraciéon
de riesgos financieros, tanto dentro como fuera de México.



JBstocdsticas

FINANZAS Y RIESGO

En esta ocasién se presentan cuatro articulos que proponen distintas
metodologias para abordar el estudio de los riesgos financieros. En primer
lugar, se ofrece el articulo “La profundidad de mercado y el impacto cruzado
de precios” de Erick Trevifio Aguilar y Refugio Vallejo Gutiérrez, en donde
se explica como, utilizando el modelo de Kyle, es posible convertir nociones
intuitivas en conceptos precisos. En particular, se demuestra la existencia
del impacto cruzado sin correlacion de los valores, y reciprocamente, se pre-
senta la existencia de correlaciéon de los valores sin que exista un efecto de
impacto cruzado.

Actualmente, resultan indiscutibles las aportaciones que la fisica ha
realizado a los modelos financieros; dentro de este contexto, en el segundo
articulo que se presenta titulado “Modelacién de Medidas y Norma en Finan-
zas”, Guillermo Sierra Judrez a partir de las ideas de Teoria de Norma (Gauge
Theory) utilizadas en fisica para conceptos como electromagnetismo y gra-
vitacidn, y de las definiciones de los conceptos matematicos involucrados,
busca la aplicacién de éstas al area de finanzas, en particular a productos
derivados (Teoria de Black-Scholes) y a CAPM (Capital Asset Pricing Model)
para determinar precios fuera de equilibrio, cuando existe arbitraje aunque
se suponga de manera virtual.

Uno de los principales paises latinoamericanos afectados por la des-
aceleracion de la economia china y de la devaluacién de su moneda, ha sido
Brasil, dada su vinculacién con el grupo BRIC (Brasil, Rusia, India y China).
En este contexto, resulta importante estudiar los posibles efectos de estos
sucesos para México. En el tercer articulo que se ofrece; “Estimaciéon de mo-
delos multivariados GARCH en los mercados accionarios de China y México”,
de Francisco Javier Reyes Zarate, se muestran asimetrias encontradas en
los mercados de China y México y una correlacién débil, sefial de una nula
0 escasa transmision de volatilidad entre estos mercados. Este analisis se
efectud con la aplicacién de modelos econométricos multivariados hete-
roscedasticos de series de indices accionarios de los mercados de Shangai,
Shenzhen y Hang Seng pertenecientes a China, y el indice de precios y coti-
zaciones de México.

Por ultimo, se aborda el tema de pensiones, el cual tiene una relevan-
cia social significativa, ademas de su importancia en la profundizacion de
los mercados financieros. En el articulo “Cobertura dindmica de la reserva
actuarial de una empresa con pasivos pensionales” Francisco Venegas-Mar-
tinez, Gabriel Alberto Agudelo Torres, Luis Ceferino Franco Arbelaez y Luis
Eduardo Franco Ceballos, proponen una estrategia para la estimacién de la
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reserva actuarial de una renta vitalicia, considerando una dinamica esto-
castica integrada con una estrategia de cobertura que garantiza un valor
futuro de la reserva, mayor o igual al pago a realizar.

Como en otros numeros, el deseo de los/as editores/as es que los articu-
los aqui incluidos contribuyan al avance de las ciencias financieras, en espe-
cial, en aquellas areas especializadas en riesgo y que éstos puedan resultar
un referente en la toma de decisiones financieras.

Siempre es importante mencionar que esta publicacidn ha llegado a su
quinto afio ininterrumpido gracias a la colaboracién de la comunidad espe-
cializada que aceptd la invitacién para participar en el esfuerzo de difundir
y promover la investigacion en las disciplinas objeto de esta revista, por ello,
agradecemos el interés mostrado en este proyecto y se reitera la invitacidon
para que los/as investigadores/as en estas disciplinas contintien formando
parte del espacio de colaboracién que representa esta publicacion.

Comité Editorial
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RESUMEN

En el mundo de las finanzas escuchamos muchas veces hablar de la pro-
fundidad de mercado, y de impacto cruzado de precios. Intuitivamente
hablando, las ideas son claras, pero pocas veces se hacen precisas. En un
contexto multidimensional en el que se realizan transacciones con mas
de un activo simultdneamente, tiene sentido hablar del impacto cruzado,
un parametro que tiene relacion con la correlaciéon de los valores funda-
mentales de los activos, pero los conceptos no son equivalentes. En esta
nota se explica como en el modelo de Kyle [1985] es posible aterrizar
las nociones intuitivas y convertirlas en conceptos precisos. En parti-
cular se demostrara la existencia del impacto cruzado sin correlacion de
los valores. Reciprocamente, se demostrara la existencia de correlacién
de los valores fundamentales y aun asi no existir un efecto de impacto
cruzado.

Clasificaciéon JEL: C10, C13, C60

Palabras clave: correlacion, equilibrio, impacto cruzado, modelo de
Kyle, profundidad de mercado.

ABSTRACT

In the world of finance we often hear about the depth of the market and
the cross impact of prices. Intuitively speaking, the ideas are clear but are
seldom precise. In a multidimensional context in which transactions
are made simultaneously with more than one asset, it makes sense to talk
about cross impact, a parameter that is related to the correlation of the
asset’s fundamental values, but the concepts are not equivalent. This ar-
ticle explains how it is possible to turn the intuitive notions into precise
concepts using the Kyle model [1985]. In particular the existence of cross
impact without values correlation will be demonstrated. Conversely, it will
be demonstrated that the correlation of the fundamental values exists and
yet there is no cross impact effect.

JEL Classification: C10, C13, C60

Key words: correlation, equilibrium, cross impact, Kyle model, market
depth.
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Introduccion

na ley basica en economia es la ley de la oferta y la demanda. Intuitiva-

mente hablando, esta ley dice que los precios se determinan como aque-
llos en donde la oferta iguala a la demanda y permite entender la forma en que
los precios se relacionan con las estrategias de los participantes del mercado.
Por ejemplo, si un vendedor llega al mercado ofreciendo una dotacién grande
de un producto, es decir la oferta aumenta sin que cambie nada mas, entonces
el mercado “reacciona” bajando el precio al cual se esta dispuesto a comprar.
La accién del vendedor tiene un costo de impacto (price impact) y la idea basi-
ca es que existe un cambio de precios observados como consecuencia al flujo
de 6rdenes. Parece evidente que existen mejores alternativas en el interés del
vendedor que simplemente llegar al mercado y emitir una orden de venta de
gran tamafo. Es mejor dividir la dotacion en pequefios lotes y distribuirlos en
ordenes de venta a lo largo de una ventana de tiempo. Las posibilidades en que
se puede realizar la distribucién de lotes son inmensas, mas exactamente, son
infinitas. Entonces una decision a la que se enfrenta el vendedor es la de de-
terminar la mejor de las estrategias para disminuir su costo de impacto. Esta
es una pregunta que no se puede responder sin antes entender cudles son los
factores que influyen en la forma que los mercados reaccionan y de ésta, el
costo de impacto que tiene la estrategia del vendedor.

Asi planteadas las preguntas (;Cudles son los factores que influyen en
la reaccion de los mercados?, ;Cudl es la mejor estrategia para liquidar una
dotacién grande?) son muy generales y en formas especiales han ocupado a
especialistas en las ultimas décadas. Es necesario acotar las preguntas y ha-
cerlas mas especificas. En este trabajo se consideraran mercados financie-
ros en los que existe evidencia empirica de que las dotaciones grandes son
divididas en lotes pequefios que se van llevando al mercado dindmicamente.
Por ejemplo, en un estudio empirico, Chan y Lakonishok [1995] analizan una
muestra de 1.2 millones de transacciones y encontraron que mas de 53% se
completaban en un periodo de cuatro o mas dias. En concordancia, Vaglica
et al. [2008] documentan que el nimero de transacciones en que un lote se
divide es proporcional al valor marcado del mismo. Bouchaud et al. [2009]

Volumen 5, numero 2, julio - diciembre, 2015, pp. 119 - 142 121



JBstocdsticas

FINANZAS Y RIESGO

discuten como la ejecucion gradual de lotes es un factor que genera memoria
larga en la serie de tiempo de transacciones. Este fenémeno de distribuir
dinamicamente la ejecucién de una dotacidn, ha llevado a proponer modelos
en los que se estudia el problema de ejecucidon 6ptima, ver e.g., Bertsimas y
Lo [1998], Almgren y Chriss [2001], Obizhaeva y Wang [2013], Bank y Fruth
[2014]. Un concepto fundamental que caracteriza la reaccién del mercado a
un cambio en las curvas de demanda/oferta es la profundidad del mercado
(depthness) y es el tema central del presente trabajo. Intuitivamente hablan-
do, la profundidad de mercado es la cantidad adicional necesaria que se debe
demandar para inducir el incremento de una unidad monetaria en el precio-
marcado en el mercado.

En un contexto multidimensional en el que se opera con varios produc-
tos simultdneamente surge el fenémeno de impacto cruzado (cross impact), y
continta relacionado a la nocién de profundidad de mercado. La idea esencial
es que existen productos cuyos precios estan relacionados, y una transaccion
de gran magnitud que genera un movimiento significativo del precio del pro-
ducto, implica también un movimiento del producto relacionado. En analogia
con la profundidad de mercado surge la pregunta: ;Cual es la cantidad nece-
saria que se debe demandar del primer producto para generar un aumento
de una unidad monetaria en el segundo? La correlacion de los valores funda-
mentales estd incorporada en dicho impacto cruzado pero sé6lo en casos muy
especiales se pueden identificar. En general, el impacto cruzado incorpora
otros aspectos del mercado. En efecto, los precios observados en mercados
financieros presentan varios componentes, ver e.g., Fama y French [1988].
Incorporar explicitamente dicha estructura en procedimientos estadisticos
es crucial, ver e.g., Ait-Sahalia y Yu. [2009]. El primer componente incorpora
el valor fundamental de la accion, mientras que el segundo captura la activi-
dad transaccional y provisién de liquidez. En este sentido, Underwood [2009]
presenta evidencia empirica de la capacidad explicativa del flujo de 6rdenes
en el mercado de bonos en rendimientos de acciones. Harford y Kaul [2005]
muestran la existencia de factores comunes entre rendimientos de acciones
cotizando en el indice S&P 500 y el volumen de transacciones, siendo el efec-
to mas significativo para acciones que forman parte del indice. Hasbrouck
y Seppi [2001] presentan evidencia empirica con datos del mercado de in-
tercambio de acciones de Nueva York (NYSE) en el que el flujo de 6rdenes y
rendimiento de precios tienen factores correlacionados. Resultados analo-
gos aunque con métodos diferentes, son validos en el mercado financiero de
intercambio de futuros en China (CFFEX); ver Wang et al. [2013]. Bernhardt
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y Taub [2008] desarrollan un modelo tedrico en el que demuestran que la
covarianza de los precios es determinada por los valores fundamentales de
los activos mientras que la covarianza del flujo de 6rdenes es determinada
por efectos de liquidez. En el equilibrio del modelo, se da sustento tedrico a
los resultados empiricos de Hasbrouck y Seppi [2001]. Chordia et al. [2011]
documentan empiricamente con datos de mercados financieros en Estados
Unidos (NYSE y NASDAQ) la generacion de autocorrelacion cruzada en ren-
dimientos bajo condiciones de iliquidez. El efecto es transmitido de las ac-
ciones de mayor tamafo a las menores. Esto concuerda con los resultados
de Pasquariello y Vega [2013] quienes demuestran teéricamente, y verifican
empiricamente, que la interaccion estratégica de ocultar ventajas informa-
cionales generan en equilibrio, impacto cruzado de precios.

Los trabajos anteriormente citados evidencian (principalmente de ma-
nera empirica) que el impacto cruzado incorpora factores comunes de
volumenes transaccionales junto con valores fundamentales, que ante la
heterogeneidad de informacidn y motivaciones, generan un mecanismo de
acoplamiento. Nuestro objetivo en esta nota es dar evidencia teérica de es-
tos hechos empiricos. Para este fin, se considerara el modelo de Kyle [1985]
con dos activos financieros y se daran condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de un equilibrio lineal en el que exista un efecto de impac-
to cruzado aun cuando los valores fundamentales sean no correlacionados;
ver Proposicién 3.3. Reciprocamente, se daran condiciones generales para
la existencia de correlacién de valores fundamentales sin efecto de impacto
cruzado; ver Proposicion 3.4.

El articulo esta organizado de la siguiente forma. En la Seccién 1, se am-
plia la introduccioén y se presentan con mayor detalle los elementos nece-
sarios para desarrollar los resultados del trabajo. En la Subseccién 1.1, se
presenta un breve panorama de los mercados de activos que estan organi-
zados mediante un libro electrénico de 6rdenes (LEO), asi como una breve
taxonomia de los tres diferentes tipos de participantes que se consideraran.
En la Subseccion 1.2, se describe el modelo de Kyle [1985] y se identifican las
caracteristicas de profundidad de mercado. Se concluye esta parte con una
revisidn breve de la literatura cercana al modelo de Kyle y que tiene relaciéon
con el presente trabajo. En la Subseccion 1.3, se describe la versién bidimen-
sional del modelo de Kyle en el que se identifica el impacto cruzado. En la
Seccion 2, se presentan los resultados teéricos que sustentan la distincion
entre impacto cruzado y correlacidn de los valores fundamentales. La Sec-
cion 3, concluye el trabajo con una discusidn.
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1. Marco teorico

1.1 Mercados financieros y caracterizacion de los agentes

Los mercados financieros estan conformados por un conjunto de partici-
pantes y reglas bajo las cuales interaccionan. Hoy en dia la gran mayoria de
los mercados financieros estan organizados mediante libros electrénicos de
ordenes (LEO) tal como es el caso de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV).
El LEO esta basado en el Sistema Electréonico de Negociacién, Transaccion,
Registro y Asignacién (SENTRA) y formalizada su operacién en la circular
10-237 de la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico. Los proveedores de
servicios financieros ofrecen diversos canales para interactuar con dicho
mecanismo, principalmente sobre Internet. En esta clase de mercados, los
participantes emiten 6rdenes de acuerdo a sus estrategias de inversion, y el
libro electrénico lleva un registro y control de toda la actividad. El libro esta
conformado por dos lados, en el primero se lleva el registro de las érdenes
de compra y en el otro el registro de las 6rdenes de venta. Existen dos
tipos de 6rdenes muy importantes. Las drdenes pasivas, también llamadas
ordenes de mercado, son aquellas en las que un participante emite una orden
de compra (o venta) por un monto de activos sin especificar un precio. Cuan-
do llega una orden del otro lado del libro para el mismo activo, se ejecuta la
transaccién y ambas 6rdenes se liquidan total o parcialmente dependiendo
del balance de los montos. Las drdenes pasivas aceptan el precio de la con-
traparte. En contraste, las érdenes limitadas no s6lo especifican un monto del
activo a transaccionar, sino que también el precio al cual se esta dispuesto a
realizar la operacion. En este sentido, estos dos tipos de 6rdenes ofrecen ver-
satilidad en la implementacidn de estrategias de inversién a los participantes
en funcién de sus objetivos. El efecto que tienen en el mercado esta clase
de ordenes es alto, ver e.g., Hautsch y Huang [2012]. La microestructura de
mercados financieros organizados por un LEO ha recibido mucha atencion,
ver Gould et al. [2013] para una revision bibliografica sistematica de mode-
los, observaciones empiricas y hechos estilizados.

En los mercados organizados por un LEO existe una clase muy especial
de participante denominado agente creador de mercado (market maker). Un
creador de mercado es un participante que ha acordado contractualmente
que cotizara precios de compra y de venta en forma continua. El creador de
mercado estd obligado a publicar en todo momento precios a los que esta dis-
puesto a comprar o vender el valor cotizado. Los precios se difunden a través
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del sistema del libro electronico y si llegan otros participantes interesados
en “cruzar” dicha cotizacién, entonces el creador de mercado esta obligado a
servir la operacion. La actividad del creador de mercado involucra el riesgo
en todo momento, pero en premio a éste, tiene la oportunidad de generar
ganancias debido al diferencial (spread) entre los mejores precios de compra
y venta. Su funcién es fundamental porque garantiza la liquidez del mercado
en los dos lados del libro.

Considérese la siguiente situacién. Un agente informado es un partici-
pante del mercado que sistematicamente monitorea la evolucion del merca-
do asi como diversos indicadores del desempefio de las empresas que emiten
los activos. El término puede referirse a una persona o a una institucién. Al
analizar la informacién determina que es 6ptimo adquirir acciones de un
emisor en particular. Entonces va al mercado y emite una orden de compra.
Supdngase que en el mercado todos los participantes son agentes informados
con la misma informacién. Un momento de reflexiéon permite llegar a la ob-
servacion de que el agente tendra el problema de no encontrar una orden del
otro lado del libro con la que se pueda liquidar la transaccién. Efectivamente,
si todos los participantes son racionales y cuentan con la misma informacion,
también querrdn comprar. Ni siquiera la existencia del creador de mercado
garantiza la operacion ya que el precio de venta que ellos publicaran sera
tan alto que desincentivara al agente informado. Esto sugiere que bajo la si-
tuacién planteada, habra una escaza actividad con muy pocos registros en el
libro de 6rdenes, y con una cantidad todavia menor de ellas que se pueden
liquidar. Es posible disefiar modelos que capturen el fendmeno de que existe
una relacién entre la diferenciacién de informacion y el nivel de actividad en
el mercado; ver e.g., Batthacharya et al. [1995]. Sin embargo, los mercados
financieros gozan de gran actividad. Por ejemplo, Nanex una empresa de ser-
vicios de informacion, estima 8 billones de érdenes por dia en algunos de los
mercados con tecnologia de “transaccién de alta frecuencia”.

Entonces, en los mercados financieros existen diferentes clases de par-
ticipantes que cuentan con diferentes niveles de informacion. La heteroge-
neidad en la informacién genera una diversidad de fendmenos que han sido
tema de investigacion en la literatura especializada. Veamos algunos de
ellos. Bajo ciertas condiciones de mercado, la informacién diferenciada es
agregada y en equilibrio integrada en los precios; ver e.g., Ostrovsky [2012].
Asimismo, Boulatov et al. [2013] dan evidencia empirica en que informacion
privada de firmas explican autocorrelaciones positivas cruzadas en rendi-
mientos de activos pertenecientes al mismo sector industrial. Informacion
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en la forma de nuevos eventos, particularmente cuando se anuncian ganan-
cias de una firma emisora, impacta precios en otras acciones. Esto es asi,
aun cuando las emisoras pertenezcan a distintos sectores industriales; ver
e.g., Chakrabarty y Moulton [2012]. En mercados financieros integrados, di-
ferencias significativas en informacién privada son elementos que aunados
con la interconectividad, incrementan la probabilidad de un contagio gene-
ralizado de una anomalia localizada en un mercado en especifico, ver e.g.,
Pasquariello [2007]. Resulta entonces razonable la propuesta recurrente de
la diseminacién de informacioén, ver e.g., Andrade et al. [2013]. En el otro
extremo de homogeneidad informacional, Andrade et al. [2008] desarrollan
un modelo con datos del mercado financiero de intercambio de acciones en
Taiwan (TSE) en el que no hay ventaja informacional y muestran la genera-
cion de volatilidad en exceso debido al flujo de érdenes de participantes que
tienen diferentes niveles de tolerancia al riesgo.

En el modelo de Kyle [1985] que se presentara en la Subseccién 1.2 se
distinguen entre dos clases de participantes ademas de los creadores de mer-
cado. Los agentes informados y los participantes ruidosos (Noisy traders).
Como ya se menciond anteriormente, los agentes informados monitorean la
evolucién del mercado asi como diversos indicadores de desempefio. Esta es
informacion publica pero ciertamente requiere una capacidad de recolecciéon
y analisis de datos. También pueden adquirir un mayor nivel de informacion
y efectivamente en una tendencia muy vanguardista existen empresas dedi-
cadas a proveer servicios de informacion; ver por ejemplo la nota periodistica
Rothfeld y Patterson [2013]. En el polo opuesto se encuentran los participan-
tes ruidosos. En armonia con la discusion de Black [1986] se puede decir que
los participantes ruidosos son los que hacen que los mercados financieros
sean factibles, aun cuando los hace imperfectos. Si no existieran los agentes
ruidosos existiria un nivel muy bajo de actividad de transaccién y no se verian
operaciones en forma regular. Un participante ruidoso posee informacién
acerca del precio futuro del activo que sin embargo no es confiable y no repre-
senta ninguna ventaja competitiva. Los agentes informados pueden explotar
esta falla hasta cierta proporcion; ver Bradford De Long et al. [1990].

1.2 El modelo de Kyle

En el modelo de Kyle [1985] interaccionan tres tipos de participantes:

¢ Agentes informados quienes tienen informacién del valor del acti-
vo en una fecha futura.
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e Agentes creadores de mercado quienes emiten precios de com-
pra/venta.

e Participantes ruidosos cuya informacion es incorrecta y en la ter-
minologia de Bradford De Long et al. [1990] consiste tan s6lo de
pseudo-sefiales.

Por cada clase se considera un tnico representante, y cada uno de ellos emi-
te una orden de compra (o venta) de un Unico activo. El valor del activo es
representado por una variable aleatoria S; que tiene distribucién normal
de media S1 y varianza 0521. La demanda de los participantes ruidosos viene
dada por una variable aleatoria Y; con distribucién normal de media ceroy
varianza 0'1;1. La cantidad transaccionada por el agente informado es deno-
tada por X;. Las variables aleatorias Y; y S; son independientes.

La transaccion del activo ocurre en dos pasos. En el primero, el agente
informado elige la cantidad X; y emite una orden pasiva. Al momento de
tomar su decision él tiene conocimiento del valor del activo S; pero no co-
noce la demanda del participante ruidoso Y;. En el paso dos, el creador de
mercado determina el precio P al cual cotizara el activo y emite una orden
limitada. Al tomar su decision, él observa la demanda agregada X; + V3
tanto del agente informado como del participante ruidoso, pero no puede
observar en forma aislada ninguna de las cantidades X; o Y;.Las ganan-
cias del agente informado, denotado I1(Xy, P;), se generan a partir de la
divergencia entre el valor del activo y el precio que cotiza el creador de mer-
cado, es decir:

H(X1rp1):(51—P1)X1 (1)

La siguiente definicidn establece el mecanismo bajo el cual el agente in-
formado determina su demanda al utilizar al maximo su informacién pri-
vada. En la definicién, se fija un espacio de probabilidad ({2 ,5,P). El valor
esperado de una variable aleatoria Z condicionada a otra variable Y se de-
notard E[Z|a(Y)].

Definicion 1.1 Un equilibrio es un par de variables aleatorias (X7, P;) que
determina la demanda del agente informado X y el precio que cotiza el
creador del mercado Pj y que satisface la condicién de optimalidad
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E[(X1, PDlo(S)] = E[IT(X', PD)]a(S1)], (2)
para X' variable de demanda,

y la condicidn de eficiencia de mercado
P{ = E[S; |o(X; + Y1)] (3)

Esta es la nocién de equilibrio que introduce y analiza Kyle [1985]. La
ecuacion (2) es una condicién de optimalidad que quiere decir que el agente
informado elegirad su demanda de tal forma que sus ganancias condiciona-
das al conocimiento del valor de la accién S; son maximas. La ecuacién (3)
es una condicion de eficiencia de mercado. Se interpreta como que el creador
de mercado genera predicciones correctas del valor del activo dado su cono-
cimiento de la demanda agregada.

Kyle [1985] demuestra que existe un tnico equilibrio en la clase de vec-
tores de demanda y precio que dependen linealmente de las variables que
definen el modelo, es decir el valor del activo S; y la demanda del partici-
pante ruidoso Y;. Para describir la forma de dicho equilibrio necesitaremos
introducir la siguiente constante:

(g
Ai=2-2, (4)

O-Yl

La demanda para el agente informado dada por
, 2
X| = 1 (S1—s1), (5)
y el precio que emite el creador de mercado
Pf =s+ A(X{ + Y1), (6)
determinan el Gnico equilibrio lineal (X7, P;).

Veamos las propiedades del equilibrio lineal determinado por las ecua-
ciones (5) y (6). La demanda X; del agente informado es proporcional a la
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realizacion del precio S; menos su valor esperado ;. El valor del activo pue-
de tomar valores por arriba o por abajo de su valor esperado. Como con-
secuencia, la estrategia en equilibrio que sigue el agente informado puede
implicar vender o comprar el activo dependiendo de la realizaciéon del precio
S1. Es decir que en equilibrio el agente informado puede transaccionar en
ambos lados del libro.

El precio de equilibrio P; cotizado por el creador de mercado es pro-
porcional a la demanda agregada que exhibe el agente informado y el parti-
cipante ruidoso. Es decir que la constante de proporcionalidad A se puede
interpretar como la elasticidad del precio relativo a la demanda agregada.
Sila demanda agregada en equilibrio X; + Y; aumenta en % unidades mo-
netarias, entonces el precio que cotiza el creador de mercado en equilibrio
aumenta en una unidad monetaria.

La profundidad del mercado en el modelo de Kyle se determina por

1_10'}/1

A N 50'51’

y representa un balance entre la incertidumbre (expresada mediante la des-
viacion estandar Oy,) de la estrategia que adoptard el participante ruidoso y
la incertidumbre (expresada mediante la desviacion estandar 9s;) del valor
del activo. Este resultado es intuitivo. Menor nivel de incertidumbre en el
valor del activo, o utilizando el argot financiero menor volatilidad, siempre
se asocia con mayor confianza de los participantes y mayor estabilidad del
precio. Mayor nivel de incertidumbre en la estrategia del participante ruido-
so, es decir mayor nivel en la desviacién estandar Oy,, aumenta la profundi-
dad del mercado ya que aumenta la probabilidad de que al enviar una coti-
zacion al libro de 6rdenes, habra un participante ruidoso que esté dispuesto
a cruzar la operacion, resultando nuevamente en la estabilidad del precio.

1.3 Extensiones y generalizaciones

La literatura en relacion de lo que se conoce como microestructura de mer-
cados y en especial la formacion de precios, es extensa. De acuerdo a Biais
et al. [2005] se pueden distinguir grandes temas tales como: costos de tran-
saccion, informacion asimétrica, costo de inventario, finanzas corporativas
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y valuacion de activos, entre otros. El modelo de Kyle se ubica en el tema
de informacién asimétrica ya que distingue la informaciéon que poseen los
agentes informados de los creadores de mercado. Una revisién de la litera-
tura especializada motivada por el modelo de Kyle, esta fuera del objetivo
del presente trabajo. No obstante, en esta seccidon se mencionan algunas ex-
tensiones concretas que se han desarrollado en conexién al modelo de Kyle y
con la que es posible situar el objetivo del presente trabajo de diferenciar el
impacto cruzado de la correlaciéon. Una revision sistematica de la literatura
en micro-estructura de mercados, y en particular el modelo de Kyle puede
consultarse en Biais et al. [2005].

En el modelo original de Kyle las variables aleatorias tienen distribuciéon
normal. La existencia de equilibrio para distribuciones mas generales fue
demostrada por Rochety Vila [1994]. En dicho articulo, los autores formulan
una variante al modelo de Kyle en la que los agentes informados conocen
de antemano la transaccién de los participantes ruidosos y demuestran la
existencia y unicidad del equilibrio, sin suponer que las variables del modelo
tienen distribucién normal.

Trabajos en donde se demuestra la existencia de equilibrio en el que se
transacciona un conjunto de activos en el mercado, es decir una formulacién
multivariada, incluyen Caballé y Krishnan [1994], Lasserre [2004] y Vitale
[2012]. La lista no es exhaustiva e incluye diferentes formulaciones. Algo
en comun en ellos es la hipdtesis de distribuciones normales y evidencian
que el incremento en la complejidad de una dimensién al caso multivariado
es significativo. Otro modelo bien conocido que también incorpora un con-
texto multivariado es formulado por Admati [1985]. El trabajo de Admati es
contemporaneo al articulo de Kyle pero su objetivo es diferente, siendo éste
el estudio de la agregacién de informacion. En relacion al presente trabajo,
son éstos los articulos que tienen la relacién mas cercana debido a que aqui
se considera una version multivariada del modelo de Kyle. Sin embargo, el
objetivo aqui es el de identificar y diferenciar los conceptos de impacto cru-
zado y correlacién, mientras que en las anteriores referencias el objetivo es
demostrar la existencia de equilibrio.

Una extension al modelo de Kyle en la que se incorpora la aversion al
riesgo es la obtenida por Cho y El Karoui [2000], quienes consideran distri-
buciones generales y caracterizan los precios y demanda de equilibrio y dan
ejemplos con féormulas exactas. Un modelo con aversidn al riesgo en el que
se dispone de un conjunto de activos, es la obtenida por Vitale [2012]. En
este trabajo, el autor considera un agente informado adverso al riesgo que
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maximiza una funcién de utilidad perteneciente a la familia exponencial que
se conoce como CARA por sus siglas en inglés. Las distribuciones que se con-
sideran en el trabajo son normales.

La primera formulacion del modelo de Kyle en un contexto dinamico en
tiempo continuo fue desarrollada por Back [1992]. En la extension de Back se
demuestra la existencia de equilibrio y la unicidad en una clase especial de
estrategias. Al igual que en el modelo de Kyle, se considera un agente infor-
mado neutral al riesgo. Una version del modelo de Back en la que el agente
informado es adverso al riesgo y maximiza una funcion de utilidad es la de-
sarrollada por Lasserre [2004].

Un estudio de la formacion de precios de equilibrio en un contexto en
que las distribuciones de las variables son inciertas y los agentes del mercado
enfrentan ambigliedad de modelo, es el trabajo de Ozsoylevy Werner [2011].
En este contexto, se identifica coémo la ignorancia de las propiedades distri-
bucionales del mercado conlleva alta volatilidad y falta de liquidez.

1.4 El modelo de Kyle en dos dimensiones

El modelo de Kyle considera un mercado con un tinico activo y tres diferentes
clases de participantes. Al considerar mercados en los que se transacciona a
la vez mas de un activo, surge el fendmeno de impacto cruzado. Para concre-
tar ideas consideremos un mercado en el que existen dos activos cuyos valo-
res fundamentales S; y S, presentan correlacion. Es posible conjeturar que
al transaccionar uno de los activos entonces el segundo tendria que “reaccio-
nar” debido a la correlacién.

Por ejemplo, si se vende una dotacién grande del primer activo y la co-
rrelacion es positiva con el segundo, entonces es factible pensar en un precio
posterior de ambos activos a la alza. Este simple razonamiento es de conoci-
miento comun para todos los participantes del mercado y debe estar refle-
jado en sus estrategias. Retomando el tema principal del articulo, surge la
interrogante de precisar el significado de la profundidad de mercado en este
nuevo contexto, y la reaccion que tiene el precio de uno de los activos dado
que se transacciona en el otro. La conjetura en la que se identifica el impacto
cruzado con la correlacién no es del todo correcta: es posible que exista el
impacto cruzado de precios ain cuando los valores S; y S, sean no correla-
cionados; ver Proposicion 3.3. También es posible que exista correlaciéon y no
obstante, el impacto cruzado sea cero; ver Proposicién 3.4.
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La versién bidimensional del modelo de Kyle se especifica de la si-
guiente forma. Existen dos activos cuyos valores son modelados por un
vector S = (51,52) con distribucién normal bivariada de valor espera-
do s = (S51,5,) y matriz de covarianzas Xs. La demanda del participante
ruidoso en cada uno de los activos esta dada por Y := (Y;,Y,) y tiene una
distribucién normal bivariada con valor esperado y = (y;,y,) y matriz de
covarianzas Xy . El agente informado decide su demanda en cada uno de los
activos y lo denotamos X := (X;,X,). El vector de valores S es indepen-
diente del vector de demanda Y. Las ganancias del agente informado se defi-
nen extendiendo la ecuacion (1) al contexto bidimensional:

Inx,p) = (51 - P1)X1 + (52 - Pz)Xz-

Las transacciones ocurren en dos pasos como en el modelo unidimen-
sional de Kyle. Es decir, el agente informado y el agente ruidoso envian 6r-
denes pasivas. El agente informado conoce el vector de valores S pero no
la demanda del agente ruidoso. Posteriormente, el creador de mercado ob-
serva la demanda agregada X + Y sin poder distinguir sus partes y envia
ordenes limitadas.

La nocién de equilibrio de Kyle en dos dimensiones es la siguiente.

Definicion 1.2. Un equilibrio es un vector de demanda X*:= (X{,X3) y un
vector de precios P*: = (Pf, P;) los cuales determinan la demanda del agente

informado y los precios del creador de mercado respectivamente, y satisfacen
las siguientes dos propiedades:

E[II(X*,P*)|a(S)] = E[II(X',P*)|a(S)], para X' vector de demanda,

P! =E[S;|lo(X*+Y)], parai=1.2.

Las interpretaciones de las condiciones de equilibrio son similares al
caso unidimensional. Considérense vectores lineales de demanda

Xl = aq + bl'1 S]_ + bllz Sz, (7)
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Xz = a, + b2,1 Sl + b2,2 Sz, (8)
y vectores lineales de precios
1 1
P1 = ul + 511'1 (Xl + Yl) + 5/11'2 (Xz + Yz), (9)
1 1
Py =ty + S A% (X + 1)) + 5422 (Xp + ). (10)

La clase de vectores lineales (9) y (10) capturan la idea de impacto cruza-
do: una demanda adicional iz de unidades del segundo activo incrementa el
precio del creador de mercado del primer activo en una unidad y esto cuanti-
fica el impacto cruzado del segundo activo en el primero. Andlogamente, %
mide el efecto cruzado del primer activo en el segundo. Existe un equilibrio
lineal cuyos parametros involucran la correlacién de los activos pero tam-
bién incorpora informacion de la estrategia del participante ruidoso.

A manera de recordatorio, si A es una matriz cuadrada entonces su raiz
1 1 1
cuadrada es una matriz que se denota Az y que satisface Az42 = A. Me-
1

diante A" 2 se denota la matriz inversa de la raiz cuadrada de la matriz A.

Se necesitaran las siguientes matrices

S
A=2x,2M23 2 (11)
y
11
M:=232332. (12)

Existe un equilibrio especificado de la siguiente forma:

X*=A"15-5), (13)
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1
P* = (sq,5,) + EA(X*+Y—y). (14)

La demostracién es una adaptacién del argumento de Kyle [1985]. Teo-
rema 1, utilizando el hecho de que las distribuciones del modelo son biva-
riadas normales; el problema multidimensional mas general con N activos
y K agentes informados e informaciéon heterogénea ha sido resuelto por
Caballe y Krishnan [1994] y con un agente informado adverso al riesgo por
Vitale [2012]. Obsérvese que el equilibrio definido por el vector de deman-
da (13) y el vector de precios (14) pertenecen a la clase lineal (7), (8) y (9),
(10), respectivamente. La matriz /A contiene la informacién de la profun-
didad de mercado y del impacto cruzado. Siempre es simétrica y esto dice
que en equilibrio, el impacto cruzado del activo S; en S, es igual al impacto
cruzado del activo S, en §;. La matriz /A es positiva definida y tiene las
siguientes dos consecuencias. Los elementos de la diagonal A% deben ser
positivos y entonces, en equilibrio se satisface la ley de la demanda: mayor
demanda del activo, induce un mayor precio. También dice que el “impacto
primario” dado por el producto de los componentes de la diagonal A1 122
domina el impacto cruzado A?1%1, debido a que el determinante de la ma-
triz / es positivo.

A manera de ilustracidn se presenta la estimacion del sistema de precios
(9) y (10), por el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) para obte-
ner estimadores de las matrices de impacto cruzado, se eligieron dos pares
de acciones que cotizan en la BMV, y forman parte del Indice de Precios y
Cotizaciones (IPC); ver BMV [2015]. La informacidn con la que se hara la es-
timacion es publica, la cual se puede compartir si es solicitada a los autores.
Tiene periodicidad diaria comenzando en febrero del 2002 hasta mayo de
2015. Las series se han normalizado para que sus maximos, respectivamen-
te, sean igual a uno.

El primer par elegido corresponde a las emisoras GFINBUR y GFNORTE.
La matriz estimada de impacto cruzado es igual a

(o2 06s) 13
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En este caso, las emisoras son empresas pertenecientes al mismo sector
industrial (servicios financieros) y se observa un efecto cruzado positivo en
ambas direcciones.

El segundo par elegido corresponde a las emisoras ICA e ICH. La matriz
estimada de impacto cruzado es igual a

(0.48 0.79)-

0.67 0.33 (16)

En este caso se observa una situacion cercana al primer par en el que
existe un efecto de impacto cruzado en ambas direcciones. Las emisoras
de este ejemplo tienen actividades diferenciadas (ICA con servicios de con-
sultoria de ingenieria, ICH con produccion de aceros) pero relacionadas a la
construccion.

Al final de la Seccién 2 se presentara un tercer ejemplo en el que el efec-
to de impacto cruzado es inicamente en una direccion.

2. Correlacion vs Impacto cruzado

En esta seccidn se trabajara bajo la siguiente:

Hipotesis 2.1 Las matrices de covarianzas X y Xy son positivas definidas y
pueden diagonalizarse simultdneamente.

Bajo la Hipotesis 2.1, es posible determinar explicitamente el impacto
cruzado y caracterizar cuando es igual a cero.

Una matriz cuadrada E se dice ortogonal si el producto con su matriz
transpuesta E'" es igual a la matriz identidad. Es decir, si la matriz E tiene
los componentes

61’1 61’2)
62'1 62’2 ’

3
Il
~—

entonces la condicién de ortogonalidad es

elle?l 4+ elZe22 = (. (17)
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Las filas de la matriz estaran normalizadas si

(61’1)2 + (61’2)2 — 1,
(82'1)2 + (62’2)2 — 1.

La hipétesis de que las matrices de covarianzas Xg y Xy son positivas
definidas y son mutuamente diagonalizables, quiere decir que existe una
matriz ortogonal E, y matrices diagonales Dg y Dy tales que

ZS = EDS Etr,
Zy = EDy EtT.

En este caso, la matriz A se define en la ecuacidon (11) satisface

1 -1
A=EDZDJ?E". (18)

En la siguiente proposicidon se observa una condicion suficiente para
que no exista el impacto cruzado.

Proposicion 2.2. Supdngase que los valores S; y S, son no correlacionados y
las demandas Y, y Y, del participante ruidoso son independientes. En este caso
tampoco existird un impacto cruzado.

En efecto, las matrices Xg y Xy son diagonales y en particular son mu-
tuamente diagonalizables. La matriz A toma la forma:

Os
21 0
Oy,

debido a la ecuacion (18).

La siguiente proposicion caracteriza la existencia de impacto cruzado
sin que los valores S; y S, sean correlacionados.
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Proposicion 2.3 (Impacto cruzado sin correlacion). Supdngase las condi-
ciones de la Hipotesis 2.1. Mds atin, supéngase que el vector (e1 le21 egl2e2 2)
no es el vector cero. Condiciones necesarias y suficientes para que el impacto
cruzado no sea cero y los valores Sy y S, sean no correlacionados son

D! = D?, (19)

D} # DZ. (20)

En efecto, la matriz de covarianzas X es diagonal y es igual al producto
EDGE™ enla que Ds es también una matriz diagonal. Una condicién nece-
saria y suficiente para que esto sea posible es

elle21D} + e12¢22D2 = (. (21)

La ecuacion (21) es equivalente a la identidad (19), debido a la ecuacién
de ortogonalidad (17). La matriz / es igual a

/(811)2 +( 12)2 61'1621
\J \JDY \’
2
1,1,2,1 + 1,2 22 5 1,1\2 2,2\2
\e e / e 3 (e™h) D1 + (e™*) D?

El impacto cruzado es igual a cero siy sélo si

1 DZ
ellp2l _51 el2p22 (23)
DZ
Dy

Dado que se satisface la ecuacion de ortogonalidad (17) y la identidad
de no correlacion (19), la ecuacién (23) es equivalente a la negacién de la

+612 2,2

KUK

[
\__-—

(22)
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ecuacion (20). Es decir que si D} no es igual a DZ mientras que D& = DZ,
entonces existira un impacto cruzado aun cuando los valores S; y S, sean
no correlacionados.

Reconsiderando la conclusion de la Proposiciéon 2.3 se puede afirmar
que no sdlo la correlacién de los valores, sino también la estrategia del par-
ticipante ruidoso puede generar el efecto de impacto cruzado. Pero también
puede ocurrir que exista correlacidn entre los valores, y la estrategia del
participante ruidoso anule el impacto cruzado como se demuestra en el si-
guiente resultado.

Proposicion 2.4 (Correlaciéon sin impacto cruzado). Suponganse las condi-
ciones de la Hipotesis 2.1. Mds atin, supéngase que el vector (e1 le21 el'zez'z)
no es el vector cero. Una condicién necesaria y suficiente para que no haya im-

pacto cruzado aun cuando los valores S, y S, sean correlacionados es

D} D}

. 24
D= DI (24]

En efecto, en este caso la ecuacion (23) se satisface y en conjugacién con la

ecuacion de ortogonalidad (17) requieren que el vector (ebte?! el2e??) sea
2

1
ortogonal alosvectores (1,1) y 51, % .. Entonces colinealidad implica que

D;  |D§ 25
\/D:%_ \/D:}g’ ( )

que es una forma equivalente de la ecuacion (24). Reciprocamente, la ecua-
cion (24) implica que la ecuacién (23) se satisface debido a la ecuacién de
ortogonalidad (17).

Para concluir esta seccion, se estimara el sistema de precios (9) y (10),
por el método MCO, para las emisoras GFNORTE e ICA, continuando de esta
forma, los ejemplos que se incluyeron al final de la Secciéon 1.3. La matriz
estimada de impacto cruzado es igual a

(0.60 0.56)

0.02 051/ (26)
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En este ejemplo, el coeficiente de impacto cruzado de GFNORTE en ICA,
igual a 0.02, no fue significativo. Es decir que el impacto cruzado se satisfa-
ce en una sola direccién; en la que la evolucion de precios de ICA tienen un
impacto en GFNORTE. Vemos asi que la accidon emitida por la empresa con-
sultora impacta en el sector financiero representado por el grupo Banorte.
De acuerdo a la teoria desarrollada en esta seccion, dicho impacto cruzado
puede ser debido a correlacion de valores fundamentales en combinacién
con el flujo de 6rdenes y provision de liquidez. No obstante, una mirada a
la situacion de la empresa inclina la balanza en favor de un factor transac-
cional en el impacto cruzado unidireccional. En efecto, la empresa ICA pre-
senta un alto nivel de apalancamiento debido a créditos por varios millones
de pesos, estableciendo un vinculo entre la empresa y el sector financiero;
ver El Economista [2015]. En investigacién futura se caracterizara estadis-
ticamente, para el mercado mexicano, la sensibilidad del impacto cruzado a
valores fundamentales y al flujo de 6rdenes.

3. Discusion

Las nociones de profundidad de mercado y de impacto cruzado de precios
son intuitivas y frecuentemente citadas en discusiones de los mercados fi-
nancieros. En este articulo se ha presentado la teoria del modelo de Kyle que
entre otras propiedades, permite cuantificar dichas nociones en términos
de conceptos basicos como la tendencia y volatilidad de los valores de los
activos. El impacto cruzado de precios mantiene un vinculo con la correla-
cion. Sin embargo, el mensaje mas importante del presente trabajo es que
los conceptos no son equivalentes. Se ha demostrado que puede existir un
efecto cruzado sin que exista la correlacién de los valores. Reciprocamente,
los valores pueden estar correlacionados y no obstante, no existir el efecto
de impacto cruzado. Esto es posible debido a que el impacto cruzado incorpo-
ra caracteristicas mas alla de la correlacién, convirtiéndolo en un fenémeno
multidimensional. En el modelo de Kyle se identifica que el impacto cruzado
es el resultado de la correlacién asi como de la heterogeneidad de los diferen-
tes participantes del mercado. Descubrir que otras dimensiones del impacto
cruzado existen, y cdmo impacta en la liquidacion de portafolios, es un tema
de investigacion contemporanea.
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RESUMEN

El presente trabajo es principalmente una revisiéon y compilacién de las
principales ideas y estructura de la teoria de norma (Gauge Theory), que
han tenido gran éxito en fisica, y que ahora se aplican al area de finanzas,
en particular en los derivados financieros (teoria de Black-Scholes) con
el objeto de determinar precios de opciones en presencia de arbitraje. Al
final, se plantea un analisis y se contrastan los resultados de ambas va-
luaciones de opciones (tradicional y con arbitraje) obtenidos en térmi-
nos de los parametros de modelo y se proponen parametros implicitos
para la volatilidad y la velocidad de reacciéon del mercado.

Clasificacién JEL: C6, GO, Y8

Palabras clave: teoria de norma, haz fibrado, arbitraje, volatilidad, ve-
locidad de reaccion del mercado.

ABSTRACT

This paper presents a revision and compilation of the main ideas and
structure of Gauge Theory, which has had great success in physics and is
now being applied in finance. Its application has been mainly on financial
derivatives (Black-Scholes), trying to determine options’ prices in the
presence of arbitrage. At the end of this paper, an analysis is made of
the results obtained with both options valuations (traditional and with
arbitrage) obtained in terms of the model parameters, and implicit
parameters for volatility and market reaction speed are proposed.

JEL Classification: C6, GO, Y8

Keyword: Gauge theory, fiber bundle, arbitrage, volatility, market reac-
tion speed.
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Introduccion

Modelacion de Medidas y Norma en finanzas?

| trabajo presentado es principalmente una revision resumida del trabajo

de Ilinski (2001) y de sus otros trabajos, como seria Ilinski (1998). A este
autor, se le reconoce como el creador de esta propuesta original en ideas y
sobre todo en la parte técnica de las expresiones matematicas. Los articulos y
trabajos abarcan cientos de paginas y profundizan en cierta medida en la teo-
ria de norma. La intencion de esta propuesta es presentar de forma resumida,
ordenada y con énfasis en las ideas y graficas, los principales resultados de
dichos trabajos reduciendo en lo posible la parte técnica y favoreciendo la
parte geométrica. Al final se presenta una breve revision propia de las con-
vergencias de los valores de las opciones financieras con arbitraje a su valor
de Black-Scholes y se introducen y se proponen los términos de volatilidad
implicita (en términos de arbitraje) y parametro de velocidad de mercado
implicito que son los valores que hacen iguales a ambos valores de las opcio-
nes. El articulo esta dirigido al publico en general pero quienes tengan for-
macion en finanzas cuantitativas y fisica o matematicas podrian encontrarlo
mas interesante.

La ecuacion y solucion de Black-Scholes (Black and Scholes 1973) desde
su deduccién original y posteriores aproximaciones por otros métodos (p.e.
binomial, simulaciones, ecuacién de calor) siempre lleva implicitamente el
supuesto de que el sistema se encuentra en un equilibrio. Sin embargo, los
mercados en su dinamica del dia a dia no estan permanentemente en equi-
librio y las oportunidades de arbitraje son evidencia de ello. La propuesta
de Ilinski (2001) es la presencia de arbitraje, es decir, un sistema fuera de
equilibrio. Y aunque se suponga para mayor facilidad técnica como virtual,
se llega a una ecuacidn y soluciéon mas general de opciones plain vanilla tipo
europeas Call y Put. El arbitraje es un punto central de las finanzas moder-

1 En lo subsecuente se mencionara también como Modelacion de Teoria de Norma en
Finanzas
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nas y a pesar de su importancia, ya que es una forma real de generar ren-
dimientos, se ha introducido con relativa modestia en los modelos. Por lo
anteriormente expuesto, la idea de arbitraje y curvatura se estaran mencio-
nando a lo largo de todo este trabajo.

La novedad del planteamiento es que hace uso de la teoria de norma
y de los conceptos y definiciones formales como haces fibrados, curvatura,
conexiones, transporte paralelo y estructura, entre otros, los cuales han ob-
tenido resultados favorables desde hace afios en ramas de la fisica como la
gravitacion y el electromagnetismo.

Se plantean las ideas geométricas andlogas para el caso de finanzas,
aplicandolas en conceptos de activos, divisas, acciones y valor del dinero en
el tiempo. Ademas de la idea de circuitos en planos (plaquetas) o trayecto-
rias locales cerradas y curvatura para intercambios financieros y su rela-
cion con el arbitraje. Este enfoque, ademas de por el autor en referencia, ha
sido analizado por muy pocas personas en la literatura, a continuacion se
mencionan algunas de las que han contribuido:

En Sornette (1998) se hace una critica a la teoria de normalizacién de
finanzas. El autor comenta que aunque la idea en si es interesante, ni la dis-
tribucidn log-normal, ni las ecuaciones de Black-Scholes demuestran la vera-
cidad de la teoria. Reconoce que el elemento de la introduccién del arbitraje
aparece de forma correcta como parte de una teoria, pero uno de los proble-
mas que enfrentan las teorias es que los mercados reales son incompletos y
que su operador no es unico.

En Zhou y Xiao (2010) se revisa el modelo de derivados financieros des-
de el punto de vista de la simetria de normalizacién y se muestra cémo la
forma de la ecuacién puede permanecer invariante bajo transformaciones
de numerarias locales, ademdas muestra la relacién entre curvatura del haz
fibrado y arbitraje. Los autores cambian de numeraria y se refieren a esta
nueva simetria de ecuaciones de precios como un conjunto de transforma-
ciones de norma. Esta simetria consiste en cambiar los valores de los activos
o precios de los derivados por un factor como el tipo de cambio que tenga
un amplio significado financiero. Todos los posibles precios del subyacente
conforman el espacio de precios base y en el caso del precio de los derivados
se construye un haz fibrado y su estructura de grupo consiste de transfor-
maciones de norma. Se considera la funcién del precio de opciones sobre el
vector de precios base con el objeto de introducir un sistema geométrico
para modelar el precio de los derivados bajo transformaciones de normay la
geometria tiene un importante papel en esta aproximacion.
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En Ilinski y Kalini (1998) se propone un arbitraje virtual y una reaccion
de los especuladores, el modelo toma en cuenta la restriccién al no arbitra-
je v las caminatas no brownianas. En el modelo se introduce el formalismo
geométrico diferencial estocastico para introducir la teoria de finanzas es-
tocasticas e introducir la teoria de arbitraje doméstico donde el mercado
es modelado como un haz fibrado principal y el arbitraje corresponde a la
curvaturay a la estrategia de arbitraje.

El trabajo se presenta en las siguientes secciones: en la primera se plan-
tea la introduccién de la teoria de norma dentro de las finanzas, en la segun-
da parte se consideran los procesos dindmicos dentro de la normalizacién y
en la tercera seccion, el caso particular de Black-Scholes y derivados. En la
cuarta seccidn se revisa la consideracion de arbitraje y las soluciones para
un call y put, y se presenta un analisis grafico en funcién a los parametros.
Al final se muestran las conclusiones, bibliografia y un apéndice.

1. Teoria de Norma y haz fibrado

1.1 Introduccion

Un haz fibrado? consiste de subespacios idénticos unidos para conformar
un espacio completo. Se puede mencionar, por ejemplo, un plano como una
coleccion de lineas unidimensionales puestas sobre un eje, cada una de las
lineas es idéntica a las otras desde el punto de vista geométrico. Estos sub-
espacios se denominaran fibras y el espacio sobre el que se pegan es la base,
entonces cualquier haz fibrado E consiste de una base B e idénticas fibras F
que son colocadas en cada punto de la base B.

Otro ejemplo que puede considerarse es un cilindro, en donde se tiene
como base un circulo y las lineas rectas pegadas a él son las fibras F, o bien
la base puede ser una linea y las fibras serian los circulos pegados sobre esta
base. Las dimensiones del haz fibrado (E) estaran dadas por la suma de la
dimension de la base mas la dimensidn de la fibra.

Se necesita ademas el concepto de comparacién o de conexidn en regio-
nes locales. Si se piensa en términos de particulas se necesitan dos conjuntos
de niumeros: el primero se refiere al conjunto b que son las coordenadas de
las particulas en la base B mientras que F denota las coordenadas de las par-
ticulas en la fibra F(b) correspondiente al punto b. Si se contintia pensando

2 La definicion matematica formal de haz fibrado aparece en el Anexo 1.
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Figura 1 Plano descompuesto By F Cilindro descompuesto By F

F
X - X = F H

Fuente: llinski K. (2001).

en términos del movimiento de una particula, ésta no puede saltar subita-
mente de un punto a otro, sélo puede hacerlo a través de una serie de pasos
infinitesimales por lo que sera suficiente establecer una regla de compara-
cion para puntos y sumar las diferencias.

El ajuste en términos diferenciales AF(b) entre sistemas coordenados de
las fibras F(b) y F(b+db) se calcula como el producto escalar de las diferen-
cias entre los puntos de la base db y el campo calibrado A (ver Fig. 2)

AF(b) = db - AF = Y%™MB AiF(b) - db!

Figura 2. Ajuste de sistemas coordenados

Bt
b+ db = (b*+db'+, bi+ db?)

A / ’”,7
. N f,-r'/f

/ \ / e

/ - /

—_— AT

/ b= b+ b?) b+ db!

| Sea part (b) K ={b*+db?, bY)
v 2

bt

Fuente: llinski K. (2001).
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La comparacion de dos objetos distantes dependera de la ruta tomada entre
ellos en la base B, una curvay el campo de conexién a lo largo de la curva que
produce un transporte paralelo a lo largo de la misma. Si se consideran las
coordenadas de dos elementos de las fibras uniendo dos puntos distantes,
usando para la comparacién un campo de conexidn y una curvay se encuen-
tra que no hay diferencia, entonces se puede decir que el segundo elemento
es el resultado del transporte paralelo del primer elemento a lo largo de la
curva, en otras palabras, la diferencia en coordenadas es el resultado de un
desajuste de sistemas coordenados y la diferencia covariante a lo largo de la
curva es cero. Si los objetos no estan conectados por transporte paralelo a
lo largo de la curva hay una diferencia covariante distinta de cero a lo largo
de la misma curva.

Considerando un transporte paralelo en un rectdngulo de una esfera a lo
largo de posibles caminos ABCD o AD, se puede ver que hay una diferencia en
la orientacién del vector que se transporta. El origen de esta diferencia tiene
que ver con la curvatura de la esfera, es posible comparar con el caso de un
rectangulo plano. La diferencia (covariante) en dicha orientaciéon serd menor
conforme el radio de la esfera tiende a infinito (es decir, disminuira confor-
me R-2multiplicada por la superficie del triangulo esférico) y se parecera mas
al caso plano. La diferencia A entre dos transportes paralelos a lo largo de
dos curvas con el mismo fin sobre la base de algunos haz fibrados con una
conexion es definido para ser igual al producto del area S encerrado por las
curvas y la curvatura R del haz fibrado asociada con la conexién A=SR, la cur-
vatura de un haz fibrado caracteriza su geometria por tanto son objetos muy
utiles para su estudio y aplicaciones . (Ver Figura 3)

Figura 3. Transporte paralelo

Fuente: llinski K.(2001
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En el parrafo anterior se mostré la relacién geométrica entre curvatura y
arbitraje. De manera similar, un espacio de portafolios puede ser planteado
como un haz fibrado donde la base esta conformada por todas las posibles
estructuras de portafolio que cuestan un délar, las semi-lineas de fibras
como los posibles valores de dinero de portafolio y la conexién como el valor
del dinero en el tiempo.

Para el caso de divisas se puede definir la base por distintas monedas,
por ejemplo, considerando las cinco siguientes: libra esterlina(GBP), dolar
(USD), marco aleman (DM), franco francés (FF) y también yen japonés (JY),
cada moneda corresponderia a una fibra o semi-linea con coordenadas F de
0 a infinito. Un haz fibrado estara en el espacio de dinero y cualquier mone-
da puede ser intercambiada por otra y entonces la curva en la base consiste
en todos los posibles saltos de una punto a otro de la base. El transporte pa-
ralelo asociado con cada curva es simplemente el tipo de cambio que consti-
tuye la conexidn sobre esta base discreta. (ver figura 4)

Figura 4. Haz fibrado en divisas y acciones

UsD I usTE

Fuente: llinski K. (2001.

El procedimiento de descuento de valor en el tiempo, también tiene una in-
terpretacion geométrica y juega el papel de transporte paralelo en un haz
fibrado que consiste del eje temporal como la base y las semi-lineas como
las fibras. La multiplicacién por el factor de descuento sirve de ajuste en
sistemas coordenados en diferentes momentos del tiempo y las tasas de
descuento coinciden con la conexién del campo vectorial. El valor presente
neto (VPN) resume el principio basico del valor del dinero en el tiempo. Es
importante recordar que la metodologia de valor presente de un proyecto
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establece que si el VPN es positivo conviene invertir en el proyecto y si es
negativo no es recomendable la inversidn.

Las ideas se pueden generalizar para construir haces fibrados para
cualquier clase de activos y ajustar este espacio con el espacio del tiempo y
crear otro haz fibrado que consiste de la descripcion del ambiente dinamico.
Para realizar esto se toma el producto de las bases que describen los movi-
mientos del dinero a lo largo del mercado y los movimientos de los activos en
el tiempo. El nuevo haz fibrado consiste: de precios en el tiempo, en el plano;
en los puntos sefialados por los nombres de los activos en el tiempo. Este haz
permitirfa comparar dinero en diferentes activos y en diferentes momentos
del tiempo.

Las ganancias de rendimiento de arbitraje estan siempre asociadas a
flujo de intercambio de activos por dos rutas distintas teniendo puntos de
inicio y finales comunes. Puede cambiarse a un problema equivalente donde
en lugar de dos rutas puede estudiarse solamente una trayectoria cerrada
de flujos de activos. Se utilizara el término de curvatura para representar
exceso de rendimiento, asociado con la conexién definida por el tipo de cam-
bio y la tasa de interés. La cantidad R es no negativa e igual a cero soélo si
no hay arbitraje, por el contrario si una operaciéon genera ganancias la di-
reccion contraria genera pérdida. La cantidad R caracteriza la existencia de
arbitraje sin especificar la operacion particular y R sera positiva.

2. Haz fibrado en finanzas y dinamica del campo
de normalizacion

Para utilizar el concepto de haz fibrado3 dentro de la teoria de finanzas el
primer paso es construir la base. Supongase que se desea modelar un sis-
tema financiero con N+1 tipos de activos que pueden ser divisas o accio-
nes representadas en un plano dimensional por N+1 puntos. Para agregar el
tiempo en la construccion se anexa una reticula Z para cada punto del activo,
si se discretiza el tiempo hay un paso de tiempo natural, (todos los actos del
trading suceden discretamente) esto da un conjunto de prebase L0= (0, 1,
2,..., N). Cualquier punto de la pre-base esta completamente caracterizado
por la pareja de nimeros (i, n) donde el primer nimero indica el nimero de
activos y el segundo muestra el momento del tiempo.

3 Para una definicion mas formal de haz fibrado consultar Anexo 1.
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EL siguiente paso es definir la forma de conectar los elementos de la
pre-base, la conectividad es importante para definir todas las posibles
trayectorias sobre la base y los correspondientes transportes paralelos,
para hacer esto se introduce la matriz de vinculos TI: LyxL, - {0, +1} de-
finida por la siguiente regla: para cualesquiera dos elementos de la base
x = (i,n) €Lyyy = (k,m) € Ly los elementos de la matriz de links I'(x, y)
son cero

F'(x,y) =0 (1)

Excepto en los siguientes casos.

a) i=k y n=m-1 para la condicion del i-ésimo titulo existe un momento
que no es la fecha de vencimiento del titulo

FC,y)=1T(,x)=-1 (2)

b) n =m,i # k y el enésimo momento del tiempo el i-ésimo activo puede
ser cambiado por alguna cantidad del k-ésimo activo para alguna tasa, su-
pongase que la transaccion es instantanea , en este caso

I'(x,y)=1 (3)

Cuando las matrices de vinculos son distintas de cero se dice que los
puntos correspondientes estan conectados, la definicién establece que
los puntos de la base estan conectados si ellos representan el mismo titulo y
momentos consecutivos del tiempo o pertenecen al mismo instante de tiem-
po y pueden ser intercambiados. (Ver Figura 5)

Usando la matriz I'(.,.) es posible definir una curva en la base, una cur-
va Y(x,y) en Lyque relaciona dos puntos x,y € L, es un conjunto de puntos
{xj};):l de la base tal que:

1. El primero y dltimo puntos del conjunto coincide con el punto final de la
curva x; = x,x, =y

2. Paratodos los segmentos p-1 (xj, xj+1) los elementos de la matriz de rela-
ciones, son distintos de cero F(xj,xj+1) =+lparatodoj=1,.p—1
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Figura 5. Haz fibrado y conectividad en finanzas divisas y acciones

z e = 4n
z ]
7 | |_ Z ‘— e = 3.4
7 1 |
- e =2
T

\ EPAY = N -

Fuente: llinski K.(2001).

La nocion de la curva permite finalmente definir la base. Ly puede ser divi-
dido en un conjunto de componentes. Una componente conectada es un con-
junto maximo de elementos de Ly que puede ser relacionada a alguna curva
para una pareja de elementos

En el planteamiento del sistema financiero se determina que se en-
cuentra en el grupo de dilataciones, es decir, es un grupo de mapeos g de
R; =[0,+9) a R que actia por multiplicaciéon de alguna x € R para al-
guna constante positiva g(x) = A(g)x. Este grupo es de reescalamiento
de unidades de activos con un factor de reescalamiento A(g). La funcién de
transicion de un haz fibrado con esta estructura de grupo corresponde a
varios precios, tipos de cambio y factores de descuento. En esta estructura
de grupo, la fibra que trabajara con R,

F =R, = [0,+) (4)

Una seccién cruzada describe la evolucion en el tiempo de una asignacion
inicial de dinero s(i, 0) donde i=0,... N. En el t=0, se tienen s(0, 0) unidades del
activo 0, s(1, 0) tiene 1 unidades del activo 1, mientras en el momento t =m, las
correspondientes cantidades s(0, m), s(1, m)..s(N, m) el espacio de las seccio-
nes cruzadas es el espacio de todos los posibles escenarios de movimientos
de dinero o flujo de dinero. La principal funcién del integrando sera la inva-
riancia de normalizacién local, es decir, invariancia bajo la accién global de la
estructura de grupo, esta seccion cruzada activo cero S(1, 0),i=0...Nent=0y
se tiene s(0, 0).
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De lo comentado en secciones anteriores, una conexién es una regla
para el transporte paralelo de un elemento de la fibra de un punto de una
base x a otro punto y. Una operaciéon U(y) de transporte paralelo a lo largo
de la curva y pertenece ala estructura de grupo y actua de la fibra Fyala F,

U(y):E - E, (5)

El operador de transporte paralelo a lo largo de la curva y, U(y) es de-
finido como un producto de operadores de transporte paralelo a lo largo de
los vinculos que constituyen la curva y

UY) =TI UG xip), y =30 xi=xx,=y (6]

significa que si se definen so6lo los operadores de transporte paralelo a lo
largo de los vinculos elementales entonces U(y) = U~1(y™1) restringe a
una definiciéon de estos operadores a lo largo de los vinculos elementales
con una conectividad positiva. Sumando las reglas para el transporte pa-
ralelo a lo largo de los vinculos elementales con conectividad positiva y
operadores de transporte paralelo a lo largo de los vinculos de asimetria.
La definicion de este conjunto es equivalente a la definicién de transporte
paralelo en el haz fibrado. La conectividad fue definida como la posibilidad
de movimientos de los activos en el espacio y tiempo que permite dar una in-
terpretacion del trasporte paralelo. Dos principios de conectividad positiva
fueron definidos. El primero para conectar dos puntos (i, n) y (i, n+1) repre-
senta la disposicién del i-ésimo activo de una unidad de tiempo que resulta
de la multiplicacién de un nimero de activos por un factor de interés o tasa
interna calculada como:

U((i,n),(n+1)=e"?€q (7)

donde A esuna unidad de tiempo y r; es la tasa apropiada de rendimiento
para el i-ésimo activo, en el limite continuo ri es la componente temporal
del campo vectorial de conexién correspondiente al punto (i,An), de forma
similar el operador de transporte paralelo es definido como una segunda
clase de links entre los puntos (i, n) y (k, n) si hay posibilidad de cambiar
el n-ésimo momento una unidad del i-ésimo activo a STiL'k unidades del k-
ésimo activo.
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U((i,n), (k,n)) =S¥ e G (8)

En general, un operador de transporte paralelo a lo largo de una curva
es un factor por el cual el nimero de unidades de activos es multiplicado
como resultado de una operacion de multiplicaciéon de la curva. El resultado
de transporte paralelo a lo largo de dos curvas diferentes con los mismos
puntos de frontera no es igual para un conjunto genérico de operadores, una
medida de diferencia es el tensor de curvatura R. Sus elementos son iguales
a la multiplicacién resultante después del transporte paralelo a lo largo de
un circulo encerrando todas las plaquetas elementales# con links distintos
de cero en la base L

Rplaquetas—>0 =[lnUn—1 (9)

m corre sobre todas las plaquetas {U,,} son los transportes paralelos co-
rrespondientes a los operadores de transporte paralelos y acordando sobre
la orientacién.

Los elementos del tensor de curvatura son el exceso de rendimientos
sobre la operacion, correspondientes a las plaquetas encerradas. Considere
una plaqueta de elemento que involucra dos diferente activos: acciones y
efectivo. Se supone que los activos puede intercambiarse con una tasa S; esto
significa que una accion es intercambiada de S; unidades de efectivo en al-
gun momento t;con la tasa inversa para las operaciones en efectivo, la opera-
cion es S;-1. El tipo de cambio S; es considerado como un conjunto de tiempos
equidistantes {t}/_, con saltos de tiempo A= t;;; — t;. La tasa de interés
para el efectivo es ryentre dos tiempos subsecuentes t; y t ;,4, €l volumen de
efectivo se incrementa por un factor e"° las acciones estan caracterizadas
por una tasa r; Como se mencionara la tasa r; esta relacionada a la tasa pro-
medio de las acciones.

Considere la posibilidad de hacer una operacion de arbitraje entre dos
tiempos subsecuentes t; y t;,; donde hay dos posibilidades para un inversio-
nista que posee una unidad de efectivo en el momento t;y quiere obtener
acciones en el momento t;,;. La primera posibilidad es poner efectivo en un

4 La curvatura relaciona al transporte paralelo alrededor de bucles cerrados que en
espacios discretos son N-gons con X, X,,.., Xy Unidos consecutivamente por vinculos
que se llamaran N-gons plaquetas. Se pueden asociar con transporte paralelo a lo
largo de bucles, alrededor de cada plaqueta de la base.
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deposito bancario con tasa de interés ryen el momento t;regresando dinero
en el momento t;,; y comprar acciones del precio S;,; cada uno. En el momen-
to t;,; los inversionistas tendran acciones por unidad de efectivo en el mo-
mento t;. Si esos dos nimeros no son iguales ¢S} y S;te™2 existira
oportunidad de arbitraje. (ver Figura 6)

Figura 6. Plaqueta accion-efectivo

Tiea
Ties
Tiwez
5534
Tisa
-
Siva
e —Rri o B efal e—FRol
5.1
-
— T
IEMNA =, s

Fuente: llinski K. (2001).

Suponga la siguiente cantidad obtenida en el circuito de la figura 6

R(z) — Sl-_lerlASi:Llle_mA + SieTOASi_-|-11e_T1A -2 {]O)

Esto es la suma del exceso de rendimientos sobre las operaciones de ar-
bitraje de plaquetas en el limite continuo R(2)/2 A converge al cuadrado
del elemento del tensor de curvatura. En ausencia del arbitraje es equivalen-
te alaigualdad

Si—le‘r‘lASi+1e—T0A — SierOASi—_‘-lle—TlA =1 {] ])

Se pueden utilizar las cantidades para medir el arbitraje como un exceso
de rendimiento. La expresion S;'e™AS; e "% — 1 presenta la regulari-
zacién de latice (lattice) de un elemento del tensor de curvatura, esto permi-
te escribir de una manera mas formal
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R® = U, U, U U + UsUL U U — 2 (12)

= (R1234 + 1) + (R1234 + 1)_1 -2

Esta forma se puede generalizar a otras plaquetas, tales como plaquetas
espacio-espacio, por ejemplo en un modelo de tipo de cambio para tres mo-
nedas, los elementos espacio-espacio del tensor de curvatura son iguales a

Riz3 = 512523531 — 1 (13)
y el arbitraje cruzado puede ser caracterizado por la cantidad

R(z) = 512523531 + 521513532 - 2 (]4)

2.1 Supuestos basicos

Anteriormente se ha planteado que los precios y factores de descuento tie-
nen significado geométrico como elementos del grupo de estructura de un
haz fibrado, éstos son los responsables del transporte paralelo en las direc-
ciones de espacio y tiempo. A continuacién se pueden mencionar los princi-
pales supuestos sobre la invariancia de renormalizacion:

Supuesto 1. Dindmica de invariancia de renormalizacion
Las propiedades observables y los proceso dindmicos del ambiente no
dependen de la eleccion de unidades de los activos en cuestion.

Supuesto 2. Incertidumbre intrinseca

El ambiente financiero real es intrinsecamente incierto, dicho de otra
forma, hay probabilidades distintas de cero de obtener excesos de tasas de
rendimientos diferentes de las obtenidas en ambientes de certidumbre.

Supuesto 3. Principio de minima accién

El exceso de la tasa de retorno, es decir, la desviacion de la tasa de re-
torno sobre la tasa libre de riesgo, en cualquier operacidn toma el valor mas
pequefio posible que es permitido por el ambiente econdémico externo.

Suposicion 4. Localidad
Significa que si una teoria es completa, la dinadmica de un activo es di-
rectamente influenciada por sélo activos conectados T, por definicién dos
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puntos de la base L estan I" conectados si existiera la posibilidad de inter-
cambiar activos.

Supuesto 5. Principio de correspondencia

Cuando el flujo de dinero no entra dentro de la teoria, ésta tiene que
ser equivalente a las finanzas matematicas estandar, en el limite de tiem-
po continuo se obtendran caminatas cuasi brownianas correlacionadas con
precios y factores de descuento y se reproduciran los resultados de la teo-
ria de portafolios y derivados. Si se introducen flujos monetarios, se usaran
algunos principios para desarrollar sus dinamicas, una forma de estudiar
las propiedades estadisticas de movimiento de precios sera con andalisis de
datos en tiempo real.

2.2 Construccion de la dinamica

De acuerdo a uno de los supuestos anteriores, los mercados financieros son
esencialmente inciertos, sus variables son por ejemplo precios o tasas de in-
terés o cambio que se caracterizan por funciones de probabilidad conjuntas
que serviran para encontrar valores de los factores de transporte paralelo
en cada relacion de la base y que no serviran para dar una descripcion del
sistema. Se denomina a un conjunto particular de valores de los factores de
transporte paralelo una configuracién representada por {S, r} y su distribu-
cion de probabilidad es la cantidad principal para construir. Se supone una
distribucion de probabilidad exponencial5

P{S,1}) = Ne4g!S7] (15)

donde N es un factor de normalizacién y Ay4|S,7| es la nueva funcional que
corresponde a la accion respecto a la invariancia de normalizacion.

Ademas de acuerdo a los supuestos anteriores se debe tener una for-
mulacién invariante de norma, para asegurar lo anterior, la medida de in-
tegracion tiene que ser invariante y los precios y tasas de la configuracion
entran en la accion en forma de producto alo largo de las curvas cerradas en
la base, es decir, esos productos son operadores de transporte paralelo a lo
largo de curvas. Dichos operadores de transporte paralelo a lo largo de las

5 Pueden proponerse otros tipos de distribuciones, pero la exponencial representa
muchas ventajas técnicas.
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curvas pueden verificarse que sean resultado de una sola combinacion {U;}
que se establece constante bajo la transformacién general de normalizacién,
son productos de Uy, U,s,... U,; y en este caso se restringird a la dependencia
funcional de la accién de los productos. Sin pérdida de generalidad se res-
tringira a un conjunto de transporte paralelo ciclico al transporte paralelo a
lo largo de la base, es decir, a curvas que no pueden ser reducidas.

Entonces se puede representar la accién como un expansion de series en
términos de curvaturas de plaquetas elementales R

AglS, 7l = Zgay2ymy Gpryzyn(Ryr + 1) (Ry2 +1) e Ry + 1) (16)

donde la suma es tomada sobre todos los posibles conjuntos de plaquetas
elementales con algun coeficiente arbitrario @4y, ,n la ecuacién anterior
da una forma general de una accién de normalizacién invariante, cualquier
invariante de normalizacién dindmica tiene que ser descrita por una accién
de este tipo.

Por otro lado, la forma general de una accidn lineal en curvatura puede
ser escrita como:

Ag ({S; T'}) = Z{yl.yz..yN} ay(Ry + 1) (17)

que es la suma sobre todas las plaquetas elementales ¥, incluyendo diferen-
tes orientaciones, si el coeficiente correspondiente a la plaqueta elemental
no depende de la orientacion, entonces se puede reescribir

Ag({s' T'}) = Zplaquetasp ap[(Rp + 1) + (Rp + 1)_1 - 2] (18)

Parailustrar el significado de la accién, considérese un sistema de dos
activos (acciones y efectivo) en una normalizacién fija. La accién es una
invariante de normalizacién, por lo que es posible encontrar una transfor-
macion invariante que no cambie la dindmica pero simplifique los calculos.
Es posible elegir entre varias opciones de normalizacién, una de las cua-
les es una normalizacién axial en la que los elementos del grupo son toma-
dos constantes o en la direccion del tiempo. A continuacion se fija el precio
de las acciones en el momento t=0 como S, y significa que la situacion de
la base, la Uinica variable dinamica es el tipo de cambio como funcién del
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tiempo y la correspondiente medida de integracion es la medida invarian-
te dS;/S;. Definiendo t; = iA,i = —o0,...,00 se llega a la siguiente accién
como funcion de {S;}

Ag({S,1)) = Yim—oo i (ST e™28 6708 + S;e 7085 e 704 — 2) (19)

eligiendo a; = 1/2Ac en el limite A = 0 la expresion converge a la inte-
gral

. . 35(7) 2
_ 1, _dt_ __ 2
Ay(S()) = Zf_oo drt e <S(T) u) (20)

que corresponde a una caminata aleatoria con volatilidad ¢(7) dependiente
del tiempo y tasa promedio del rendimiento de las acciones

H=Tp—T (21)

se introduce S(t;) como S(7;) = S(t; + A/2) que permite representar el
término S; te"25; e "9 y después del desarrollo, simplificar y suponien-

do a; = 1/2A0? sellegaa

1y 1 (ST S'm(T)
Ag(S()) = EZi:—ooo._iz(lS—l-l_rl —To) (T‘l'rm —7‘0) (22)

el sistema como un todo no es conservativo, ambas tasas r, y r; son exter-
nas al sistema, ademas se supone certidumbre y que la capitalizacién de la
compaiiia se ha incrementado, nuevas acciones por la misma cantidad han
sido emitidas y dividendos han sido pagados pero no en efectivo. El nimero
de acciones para cada accién es e"*2, significa que las acciones acumuladas
tendrian un precio S1e"™ mientras que el precio original fue S, tomando
en cuenta el descuento y la certidumbre se tiene la expresion

S, = e(ro—rﬂso (23)
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de lo anterior la tasa de rendimiento de la accién deberia ser 1y — ;. La for-
ma general de la accién con curvatura cuadratica R es representada por

Ag ({S, T‘}) = Z{yn.ym} aynymRynRym (24)

después la suma es tomada sobre todas las plaquetas elementales incluyen-
do distintas orientacién ¥n¥m, en el caso de un sistema de efectivo y accio-
nes se genera un proceso estocastico que en el limite continuo con varianzas
y coeficientes de correlacion de una seccion cruzada se puede demostrar

S'(T) )
Dt -n) (25

Ag(S()) = 7 dT By 2 @2k
el tipo de correlacidn de la descripcion de activos con correlaciones que no
son debidas a flujos monetarios. Es claro, que las acciones cuadraticas son
casos particulares de acciones mas generales y pueden ser consideradas
en casos donde las fluctuaciones de arbitraje son suficientemente peque-
nas y que se pueden limitar a la accién general.

3. Modelo de normalizacion para determinar precios
de derivados

Se considerara un sélo tipo de acciones; perfecta movilidad de capitales y un
portafolio con dos activos de riesgo, un parametro para los derivados y las
acciones subyacentes con el precio de la accién como un sélo factor. También
se asumira la existencia de activos libres de riesgo, depdsitos bancarios con
una tasa de interés r,, acciones o derivados pueden ser intercambiados por
efectivo y viceversa. Las tasas de cambio son S;y C; es decir, una accién o
un derivado es intercambiado por Si o C;unidades de efectivo en el momen-
to t; y las tasas inversas de cambio son S;1y C;1, considera el periodo que
inicia en t=0 y vencimiento en t=T, es conveniente elegir el tiempo T como
el vencimiento del contrato derivado, supéngase que existe el horizonte de
tiempo mas corto A=T /N y A es tomado como unidad de tiempo. Signifi-
ca que los tipos de cambio Si y C; son el conjunto de tiempo equidistante
{t;},,t; = iA que representa el transporte paralelo.

La tasa de interés es r,, entre dos tiempos subsecuentes t;y t;,; y el volu-
men de efectivo se incrementa por el factor e”»2. Las acciones y los deriva-
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dos estan caracterizados por las tasas ry y r, dichas tasas son responsables
del transporte paralelo en la misma direccion.

Se propone una accién de campo de normalizacion que utiliza el tensor
de curvatura asociada con las operaciones de plaquetas elementales. Por
ejemplo, la operacion de plaquetas efectivo-acciones tiene el siguiente pro-
cedimiento: un “trader” pide prestada una accién en el tiempo t;y la vende
por S;unidades de efectivo y pone el efectivo en el banco hasta el tiempo
ti,; y cierra su posicion corta en el tiempo t;,; pidiendo prestado eS8, 4
unidades de efectivo y comprando acciones, el resultado del “trader” sera
erbASi - erlASHl unidades de efectivo, el exceso de rendimiento de esta
operacion es:

Qi(l) = Semhs e A — 1 (26)

La ecuacion tiene elementos de tensor de curvatura correspondientes a
. . . 1 P
los activos de los ciclos. Si Qi( ) £ 0se puede tener un exceso de rendimiento,
ésta es una operacidn inversa, la cantidad

Ri(l) — (Si—lerlASHle—rbA + SierbASi—_'_lle—rlA —-2)/A (27)

y para medir el precio equivocado (exceso de rendimiento) en operaciones
en efectivo, en ausencia de precio equivocado se tiene a la igualdad

Si—lerlASHle—rbA — SierbASi__,_lle_rlAzl {28)

lo mismo puede ser para otras operaciones de plaqueta, por ejemplo el ele-
mento del tensor de curvatura para una plaqueta efectivo derivado esta
dada por

Qi(Z) — CierbACillle—TZA -1 (29)

recuérdese que las plaquetas son invariantes de normalizacion, es decir, no
cambian bajo una transformacién de normalizacién reescalada. Se propone
la accién de normalizaciéon mas simple que depende de correlaciones de ac-
tivos accion cuadratica local en tiempo

1 62 Volumen 5, numero 2, julio - diciembre, 2015



Modelacion de Medidas y Norma en finanzas ESt@@éStﬂ@@g

FINANZAS Y RIESGO

Ag =3[ dr [a11 (S? - ro)z + (% +r— r0)2 + (30)

204, (C? +1r,— ro) (S? +r - ro)]

aqui ||a|| es la inversa de la matriz de correlaciéon de las cantidades pla-
quetas, la correlacién es importante ya que el derivado depende del precio
subyacente que causa la correlacion. La accién directa del movimiento del
precio subyacente, el precio sigue un movimiento geométrico browniano
en ausencia del flujo de dinero, ese flujo de dinero puede cambiar signifi-
cativamente la funcién de distribucién y otras propiedades de la caminata
aleatoria.

Si se selecciona una tasa libre de riesgo r, y ry,-r; y 1,-r, tasas promedio
de rendimiento sobre las acciones y derivados las variables son el precio S(t)
y C(t) y la medida correspondiente de integracion en la integral funcional
para la probabilidad de transicién es la medida invariante

o dS(®) dc(t)
DEDS =15 o (31)

Si se fija el precio de las acciones en el tiempo t=0, S;=S(0), y el tipo de
cambio del derivado de la accién al momento de ejercer el derivado , la pon-
deracidén de la probabilidad de las trayectorias de los precios en ausencia del
flujo de dinero esta dada por la accion anterior y la medida anterior. Se nece-
sita calcular la matriz de correlacion ||Cij || y su inversa ||al-j || para sustituir
en la ecuacion anterior. Un instrumento derivado de una accidn, el precio del
derivado tiene que ser correlacionado con el precio de la accion. Es conve-
niente escribir la funcién C(t), para algunas funciones desconocidas S(t) se
integrara C(t) sobre todos las funciones sin perder generalidad.

El coeficiente de correlacion C,; es por definicion la volatilidad del pre-
cio del activo

= 2. =L 3

y se denota el segundo factor de correlacion Cy, por a(t)/2f; se introduce
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((FAC®)+(rz-ro)dt ) (3dS(O) +(r1—10)dt ) (33)
((%dS(t)+(T1—T0)dt) (%dS(t)+(T1—TO)dt))

a(t) =

usando la expansion del lema de Ito y suponiendo que el primer término

s . sac .
depende de dS, se encuentra una expresion para « igual a PrTS el coefi-
ciente de correlacion se puede escribir

sac
Ciz = Eg/zﬁl (34

C,,se calcula de manera similar, la correlacion en el cambio de derivados de-

pende de la S mencionada y de la naturaleza estocastica de la funcién C(S), la

oo ai@)
suma puede ser expresada como suma de la correlacion 2Bipara Sy algunas
1
correlaciones residuales
1
Cy2 = ((E dc(e) + (r; — ro)dt) (35)

1 _ ok | -a)?(@®
(Zac) + —ro)dt))/dt =2+

el altimo término desaparece si las derivadas son la accion de tal forma
a =1y (€1 = €3, la matriz es resultado

1 e
2P 2P
Il =" aer . aar (36)

2B 2P 2B,

2a? 2a
. Zﬁl + (1_a)2 BZ (1—(1)2 ﬁZ
y lainversa ||al.].|| = o )

(1-a)2 "2 (1-a)? b2

1 ds(t)

Ay =217 pude | (5594 (- 1)) (37)

s(t) dt
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[ S (0 (=) — @ (55 52+ 0 - rb))]z]

se debe notar que

1 153 2,1
4g =3 (BRY + 2 REY) (38)
donde
@_, D\
R = @) pay _ (@7-we” ) (39)
A A

esta accidon estd en un sistema de latice, el cual es considerado usando la
accion en tiempo continuo.

3.1 Derivacion de la ecuacion de Black-Scholes

Toda la estructura matematica anterior de la teoria de normalizacion es el
fundamento para deducir la ecuacidn de Black-Scholes en el limite clasico
primero en ausencia de flujo monetario, el término de Ag en el lado derecho
de la ecuacion (37) para el precio de un activo subyacente permite usar el
lema de Ito en la deduccién.

[ de [+ 17 (5 29 4 i, — 1) (40)

1 ds(t)

a(t) (S(t) ac T (r = rb))]z]

ya que S(t) sigue un movimiento geométrico browniano es posible usar el
lema de Ito para expander dC y se puede reescribir el término de accion

1aC
fﬁzdt( 655) [c ot Szﬁdt (41)
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la dltima expresion se puede simplificar si la componente de la conexi(')n
(en la que la normalizacion es axial) es fija de tal forma r, = E% En el
caso general los valores de Sy C no seran los precios de mercado de un na-
mero fijo de acciones y derivados, en el caso de la tasa promedio del rendi-
miento de acciones obedece la acciéon r; = 1, — 4. La normalizacién elegida
de S corresponde a un niumero fijo de acciones, de la misma forma, la fijacion
de la normalizacién corresponde a C como el precio de un nimero fijo de
contratos derivados que permitiran obtener la expresion para el término

arbitrario de accion

ac, a? ZBC

S+ St gdt- rb(C s ) ?
f pra (22 (42

En el caso clasico B, — 0, que corresponde a la ausencia de arbitraje,
la accion reduce la integracion funcional sobre funciones C(t,S), la contribu-
cion de la trayectoria clasica es definida por la ecuacion Black-Scholes para
el precio de derivados financieros

oc |
et 52 as2 Zdt =, (C 535 ) (43)

Como se observa, esta ecuacién no depende de un tipo particular de de-
rivados y sélo quedaria incluir las condiciones de frontera. Parala derivacién
de las cantidades de plaquetas de frontera para una opcioén call europea, en
el vencimiento T la opcién puede ser vendida o comprada por C(T) unidades
de efectivo pero puede ser intercambiada (junto con E unidades de efectivo)
para una accion. Si el precio de la accidon S es menor que el precio de ejercicio
E, se descarta la opcidn call. El nuevo circuito crea nuevas oportunidades
de arbitraje que se toman en cuenta para introducir el término SRy, existe
un nuevo arbitraje que es disponible al vencimiento en T; se puede pedir
prestado el portafolio consistente de la operacién y E unidades de monedas
intercambidndolo por acciones si S(T)>E vendiendo acciones por S(T) unida-
des de efectivo y comprando el portafolio otra vez, esto es, que las plaquetas
exceden al rendimiento
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Qn = [[S(TO(S(T) —E) + EO(E — S(ONIIC(T) +E]™1 =1 (44)

y para la cantidad de plaqueta RN’se obtiene

. EO(E-S(T))+S(T)6(S(T)-E) n C(T)+E

Ry C(T)+E E6(E-S(T))+S(T)6(S(T)—E)

(45)

en el limite clasico B — o que reproduce las condiciones de frontera para
las opciones call europeas

¢(T) = [S(T) — E]O(S(T) = E) (406)

sin considerar la posibilidad de arbitraje en el tiempo T, es posible usar esta
ecuacion como una condicién de normalizacidn fija y no es necesario consi-
derar adicionalmente plaquetas en la frontera.

4. Arbitraje de flujo de dinero

Para introducir el arbitraje de flujo de dinero es conveniente usar un haz
fibrado de base continua. En el caso de derivado y acciones, las coordenadas
en la base son (t, X, Xs) donde t es el tiempo, Xses la fraccidon en acciones y X,
es la correspondiente fraccion de derivados.

Los que realizan arbitraje, por definicién explotan las oportunidades de
obtener ventajas de las ineficiencias del mercado, en el espacio de configu-
racion esta restringido a un portafolio libre de riesgo, como en fisica o mate-
maticas se necesita introducir un potencial externo

—1f (e F + x ds)z (47)

s

dentro de accién de arbitraje. La accién por si misma puede ser construida
usando los principios de invariancia de normalizacién, maximizacion de uti-
lidades, perfecta movilidad de capitales, un horizonte de inversion de cor-
to tiempo, no existencia de costos de transaccién y la hipdtesis de mercado
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fractal. En el caso de aversion al riesgo absoluta (1 — ), las trayectorias
de flujo de dinero con probabilidades diferentes de cero estan confinadas a
reducir un sub-espacio definido por

Sac _

Xs+Xc252=0 (48)

que elimina el término potencial que coordina el portafolio de arbitraje que
esta parametrizado por k:

C s<
Xe=k—=% Xs=-k—2% (49)
C—Sﬁ C—Sﬁ

Por lo tanto, en la accidn para el arbitraje se define un campo unidimen-
sional con la linea como espacio de configuracidn. Si se supone una simplifi-
cacién de que el arbitraje mantiene el portafolio con un valor maximo abso-
luto de k, entonces maximizando el precio, el valor maximo k; es dictado
por la posicion limite para un arbitrarista promedio, entonces el significado
de los parametros k es la fraccidn del portafolio completo en activos de ries-
go. La suposicion permite reducir el conjunto de portafolios con arbitraje a
s6lo dos puntos

c S%
<ko C_S%;—ko C_S%> (50 a)
<—ko%c, ko i) (50 b)
(o kA C—Sﬁ

en esta forma el flujo de dinero de arbitraje esta descrito por este modelo
que permitira usar los resultados de esos capitulos en el andlisis de la reac-
cion del mercado a fluctuaciones de arbitraje virtual.

En el caso de haz fibrado continuo es conveniente fijar la calibracion,
de tal forma que el precio de base de portafolios en cada punto de la base es
igual a uno y las componentes correspondientes de la conexién del punto (t,
X, Xs) son:
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- (—x— as(o) ac
Ag=(1—xs xC)rb+x5(rl+S(t))+xc(r2+C(t)) (51)

En el caso anterior, la matriz de transiciéon no normalizada para el incre-
mento del paso en la norma tiene la forma

B AAo(—ko)
e 1
P(t;,tiq) = ( " em) (52)
lo que sigue
ac  S?0%0%C ac
Ao(tko) =1y £ ko (5r + 555 + 1S 5o —mpC) /(€ =S 5) 153)
y se puede reescribir la matriz de transicion
ac  S%0%9%C IC
/ att 2 g5zt g e
exp| fryA —kof A
o c-s% (54)

P(t;,tiq) = |

\ :

ac S26292C ac
7 a5z "S55

ac

as

exp | A —kof A

Normalizando e introduciendo la notacion

S%02 9%¢C
2 9s?

LpsC =S+ +1pS 25— 1, C (55)

entonces se obtiene la matriz de transicion
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P(t; ti_y) =5 sech™ [% koB ALpsC/ (c - sg—g)x (56)
e—%kOBALBSC/(C—S%) e—%kOBALBSC/(C—S%)
e%kOB aLpsc/(c-s3% e%kos atpsc/(c-s3%)
dR 2
m + AR = v(t),(v(t)), =0, (v(t)v(t)), =2 8(t—1t) (57)

Por tanto el modelo de normalizacion para derivados es complicado por
lo que se buscan soluciones mas bien por simulaciones que teéricas. Enton-
ces se concentra en las correcciones al no arbitraje causadas por el flujo de
dinero de arbitraje y posteriormente se pueden agregar los demas factores.
Se propone un modelo fenomenoldgico para el precio de los derivados con
arbitraje virtual y que sea consistente con el modelo de normalizacién y se
generalizara la ecuacion de Black-Scholes al caso de arbitraje virtual.

4.1 Modelo fenomenoldgico de precios con arbitraje virtual

Supdéngase un momento del tiempo 7 < t con una oportunidad de arbitra-
je en el mercado que sucede cuando el precio de la acciéon subyacente es
S” = S(1). Se denota el rendimiento instantaneo de arbitraje por v(t,S)
donde el mercado reaccionaria y actuaria de tal forma que el arbitraje dis-
minuiria gradualmente y los rendimientos de mercado tenderan a su esta-
do de equilibrio en ausencia de arbitraje. El proceso de relajacién puede ser
descrito por la ecuacion

L _F@®),  RE@ =v(ID (58]

Se propone una funcién de reacciéon del mercado (manteniendo sélo un
término) dependiente del tiempo y los coeficientes Sy con el coeficiente {A,}
(que puede ser estimado de micro teoria de haces fibrados del mercado pero
para ser mas simple el andlisis se considerara como constante) de la siguien-
te forma:
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‘2_7: = —AR. R() =v(r,5") (59)

La solucién, después de sumar sobre todas las posibles fluctuaciones
con frecuencias correspondientes, conduce a la siguiente expresién para el
rendimiento de arbitraje al tiempo 7

R(t,S) = [, dt [ dS' e *¢DP(t,5] 1,8, t<T  (60)

donde T es el vencimiento del contrato derivado que inicia en el tiempo t=0.
La funcién P(t,S|t,S") es la frecuencia con fluctuaciones de arbitraje en el
tiempo cuando el precio del subyacente era S” al tiempo T con precio del
subyacente es S. Esta funcién aparece en presencia de los especuladores en
el mercado cuyas actividades sensibles al precio crean oportunidades de ar-
bitraje, para especificar el proceso de arbitraje v(t,S) asumiendo que las
fluctuaciones en diferentes tiempos y precios subyacentes son independien-
tes del ruido blanco con varianza 22f(t)

(v(t,S)) =0, (v(t,Sv(t',S")) = (61)
22T —t)f ()6t —t)5(S —S")

La funcion f(t) es introducida al modelo como una dependencia del tiem-
po empirica de los rendimientos de arbitraje y suaviza la transicién al ar-
bitraje virtual cero en la fecha de expiracién, la cantidad Z2f(t) puede ser
estimada del mercado

2
32 Lps
= <<C 5&) (t)> (62

%8s

Y tiene que anularse en la aproximaciéon del vencimiento, tan pronto
como se aproxima el rendimiento de arbitraje estocastico ha sido reempla-
zado por la ecuacién
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dll = [r + R(t,S)] dt (63)

que puede ser reescrita
ac
LpsC = R(t,5) (€ —5%%) (64)

Usando el operador Lgs queda completa la formulaciéon del modelo fe-
nomenolégico. Un modelo de esta estructura fue derivado del modelo del
sistema derivado-efectivo-accién, el modelo se reduce a Black-Scholes en el
caso de que la reaccion del mercado A = o ), =0

En presencia de fluctuaciones arbitrarias de arbitraje R(t, S), los inicos
objetos que pueden ser calculados son el valor promedio y momentos de or-
den mayor en los derivados.

4.2 Ecuacion efectiva para precios de derivados

Supéngase que la distribucién de probabilidad R(t,S) se distribuye como
una gaussiana pero puede ser mostrado que los pesos de la probabilidad
pueden ser de la forma

P[R(., .)]~exp (65)
(-2 Jy dtar'as ds' R(t, K (&, S| ¢/, SHR(t',S"))
donde el kernel del operador K esta definido
K(@tS|t,8) = 0T =0T —t) [ drds f()O(t — D)e 2E+'~dD x  (66)

P(t,S| 7,5)P(t, S| T,5)

el kernel es del orden 1/4 y se anula 4 — o0, en particular los resultados en
la siguiente ecuacion por las funciones de correlacién

1 72 Volumen 5, numero 2, julio - diciembre, 2015



Modelacion de Medidas y Norma en finanzas ESt@@éStﬂ@@g

FINANZAS Y RIESGO

(R(t,S)R(t',S)) = 22K(t, S| t',S") (67)

Se permitira regresar a la ecuacion dindmica para el precio del derivado

LysC(t,S) = R(t,S) (C(t, S)—S "’C;;'S)) (68)

22f(t) juega el papel del pequefio pardmetro del problema, el ruido R
puede ser considerado como débil y se encuentra una solucién interactiva
R de la ecuacion, al orden mas bajo trivial, se tiene la ecuacion

ac
_ _ac (69)
LysC :R(C S as)

R(l —S%)L,;;R (c —5‘;—2)

El cual promediando sobre todas las posibles realizaciones de la funcio-
nes R da la ecuacion para el precio del derivado promedio C = (C)% inclu-
yendo los términos proporcionales X2 f (t)

LpsC(6,8) =32 [P ar'as'[(1-55) £zd] (S| ¢,5) x (70)

K(,S|t,s" [(1 - Sg) c‘] ', s"

Con las condiciones de pago C(T,S) = Cpayors(S)
La ecuacion es un resultado central de esta seccion, esta ecuacion se
reduce a Black-Scholes cuando A > 00 X — o

4.3 Soluciones explicitas

Siguiendo en este orden de ideas, en esta seccion se deriva la solucion expli-
cita para los precios de los derivados promedio

V(t,S) =(V(t,S, x)) (71)
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Con arbitraje virtual X(.) se buscaran las soluciones promedio de

ov 025% 9%v ov
E-I_ 5 E-I_ ‘I"(t)S%—T(t)V =0 (72)

Con condiciones de frontera

V(t,5) ¢=r = Payoff(S) (73)

Con un proceso estocastico r(t) se supone una funciéon con la presencia
de arbitraje, por ejemplo, costos de transaccidn u otras razones. Se supone
que este proceso es independiente del proceso de los precios de las acciones,
es conveniente descomponer como

r(t) = ry + x(t) (74)

Donde x(t) es la parte estocastica del retorno y rjes la tasa de interés
libre de riesgo constante, su generalizacion es directa a una funcién no es-
tocastica.

Lo mas directo es seguir la solucion de la ecuacion Back Scholes con tasa
de interés fija o si se cambia, también se tiene que promediar la configura-
cion dependiente para una funcién arbitraria r(t) para una opcién call y put
se tiene la formula

C(t,5) = SN(di(t,5)) — Ee™ e "O% Ny (t,8))  (75)
P(t,S = Ee_ftTr(T)drN(_dz (¢, 5)) — SN (—d(t,5)) (76)
Con la notacién

log(S/E)+fTr(‘L') dt +0%(T-t)/2
di2(tS) = ‘ s (77)

promediando y sobre el proceso aleatorio r(t) se usaran las relaciones
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© )
NGO = —— [ 60— y)eFd (78a)
= y y
® plw(*x=y) g
ox—y)= | ———2 78b
x =) L ©—i0 2mi (78b)

Cuyos resultados en la representacion integral para la funcién de error

iw(x—y) iwx—w? /2
([ p-y2/2€fYTY) dy do oo eTOT 2 de 79
N(x) ff_oo e w—i0 +2m2mi f—oo w—i0 2mi { )

Después de reescalar la altima ecuacion se trasforma

1 oo dw —Mﬂ'wﬁ B
- —_ = L 80
2mi Y — % w—i0 ez N (\/7)' { )

Sustituyendo la representacion y promediando sobre todo el proceso
aleatorio se obtienen expresiones para los precios call y put a través de la
funcién generadora

T
(D(al T, t) = <eaft x(T)dT> (8])
Cuyo valor esperado sera el precio del call

—w2/2_iwdq(t, . T 1
Ct,S)=5[" ‘L"w(elwk x(f)d,(_gm)> _ (82)

© 2mi w—i0

-w2/2,iwdy (£S) | (T _w
Ee~To(T=0) foo awe w2/2  iwdy (eft x(r)d‘r[a\/ﬂ 1])
— 2mi w—i0

Donde son las expresiones de no arbitraje

A 1og(S/E)+1o(T—t)+0?(T-t)/2
dl(Z)(t: S) = g r(;_(m z {83)

Una expresion similar pude ser derivada para la opcién put europea
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0 27 w—i0

—W—Z iwd T iw
P(t,S) = Ee™noT0 [ d—w“e—dzm(e‘ft "(”d’[om—1]> _ (84)

== VT=t

o dw e~ W2/2oiwdi(tS) | _jy f;rx(‘r)dr(;)
o e ;
—00 2mi w—i0

De lo anterior se vera que las correcciones de arbitraje virtual estan fac-
torizadas y pueden ser encontradas como una funciéon generadora ®(a, T, t)
para un proceso aleatorio r(t). Esta puede ser calculada con la funcién gene-
radora de un proceso Ornstein-Uhlenbeck que describe las fluctuaciones de
arbitraje virtual en ausencia de costos de transaccién. También se deduce
la expresiéon aproximada explicita para un movimiento browniano la incer-
tidumbre en el movimiento debido a los costos de transaccién en ausencia
de arbitraje virtual y procesos compuestos que toman en cuenta arbitraje
virtual y costos de transaccion.

4.4 Funcion generadora de movimiento browniano restringido

Se encuentra una aproximacién para la funcién generadora cuando el
proceso x(t) es un movimiento browniano dentro de un cierto intervalo
(x € [—a,a]). Esto corresponde a la situacién de costos de transacciones
finitas en el intervalo donde hay rendimientos de arbitraje pero que no atrae
arbitraristas y por lo tanto no es eliminado. Se promedia sobre x(0) con la
distribucién estacionaria del movimiento browniano restringido el cual es
una distribucién homogénea dentro del intervalo [-a,a]. Tal funcién de pro-
babilidad de transicidon obedece la ecuacién de Fokker-Planck con condicién
de frontera

Y 329%
% T 7z o (85)
oy
§| x=ta =0 (86)
que puede ser planteada como una serie
' 1 1 ¢-oo —ﬁ(kv)zt 87
(e, x) = —+-Xi e (87)
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cos[vk(x' + a)|cos[vk(x + a)] v=-)

2a

Que permite escribir la funcién generadora en forma de series de Taylor

(e“fth(T)dT) =1+a <fth(‘L’)dT> + ?(fth(r)dr fth(s)ds> +... (88)

Evaluando los promedios, el segundo término es igual a cero debido a la
simetria, se tienen las primeras contribuciones no lineales, que después de
ser evaluadas y en el limite es posible aproximar el lado derecho

aZ
2
Interpolando se llega a una férmula para funciones generadoras que
describen ambos casos limites

fth(T) dr fth(s) ds> ~ %azaz(T —t)? (89)

_ _s23(T-1)
<e“ fth(T) dr> ~ exp <a2a4%(1 — e sa? )) (90)

En el modelo virtual y de costos de transaccién se considera

dx(t) _ a

a ‘Ax(l—ﬁﬁin(t) (91)

la cual es la version suave con una funcion de reaccién, la representacion de
la integral de trayectoria

<eozfth(r)dr> — ;J-x(T):x' Dx(t)exp {— J.TE (xz + /12x2) + {92)

norm Yx(t)=x t 232

2252 2
afth(‘[)d-[—ftT 2;2 [(1 _szi—az> - 1] dr —

%(x2 —2a\/x? +a?)| |
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la cual tiene un promedio sobre x con la distribucién estacionaria para el
proceso

Ponderado(a,x) = norm X exp (_ziz (x? — 2a4/x2% + az)) (93)

Ponderado(a,x) = norm X exp (—;—Z(Jc2 —2ax% + az)) (94)
T aZ 2
<e“ft X(T)d’> ~ exp ( 2; [(T-t)A+aé)—-B(T - t)]) con &= n’l?

De lo anterior se llega a las féormulas para el precio de una opcioén call y
put plain vanilla generales que es el caso cuando en el valor de las opciones
se tiene la presencia de arbitraje virtual

C(t,S) = SN d,(t,5) _E e—ro(T—t)+%[(1+af)(T—t)—B(T—t)] %

(trast)

(95)

1+

,(6.8) = [(14a8) T-D-B(T-1))

1+

/12:(272 (1+a$—%)

»2

P(t,S) = Ee 0T~ 0+ial0+a)T-0-BT-0] (96)

T (6,8) by [(1+a) (T-D)~B(T~0)] ()

- SN

32 B(T-t) 32
1455 5(1+a§ ) 14755(1+ag

donde

log(3)+7o(T-)+0%(T-t)/2 (97)
o\VT—t

521,2 (t,s) =

con

f=2 1L y BT—t)=(1-e -0/

X2
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4.5 Analisis de las expresiones con arbitraje

Utilizando las ecuaciones (95, 96 y 97) para la valuacion de opciones call y
put con arbitraje virtual, es posible a partir de un caso, sin pérdida de gene-
ralidad, deducir algunos resultados generales de comportamiento. Supénga-
se un call y put con precio de subyacente (S,) de 15, un precio de ejercicio o
“strike” (E) de 16, una tasa libre de riesgo de 3%, un plazo (T-t ) de un afio,
una volatilidad de subyacente de 20% y diferentes propuestas de arbitraje
virtual con una volatilidad ( 2 ) y distintos parametros de velocidad de reac-
cion del mercado (4).

A partir de dichas ecuaciones se observa que los valores generales del
call y del put van convergiendo a los valores del call y put tradicionales o
Black-Scholes de forma mas rapida conforme los valores de la velocidad de
reaccion del mercado (1) se incrementa y el de la volatilidad X va disminu-
yendo. (ver Grafica 7 y 8)

Figura 7

Call general como funcion del coeficiente de reaccion del
mercado para distintas volatilidades del arbitraje

NN 0 o~ o
w o ~ o

)
o =

Coefic ente de reaccién del mercado

Figura 8

Put general como funcion del coeficiente de reaccion del
mercado para distintas volatilidades del arbitraje
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Coefic ente de reaccién del mercado

Fuente: Elaboracion propia.
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Se puede hacer también una estimacion de la volatilidad implicita, que en este
caso es la volatilidad que iguala el valor del call general al call Black-Scholes
considerando distintos valores de reaccion del mercado A y de la volatilidad
2. De la misma manera se puede observar como va acercandose a la volatili-
dad originalmente propuesta cuando va aumentando A. (ver Figura 9)

Figura 9

Volatilidad general como funcidn del coeficiente de reaccion del
mercado para distintas volatilidades del arbitraje

- N
—

N
=

o
o~ m

N
=

Coeficiente de reaccion del mercado

Fuente: Elaboracion propia.

A partir de las mismas ecuaciones se consideran distintas velocidades de
reaccién del mercado y volatilidad de la funcién del arbitraje virtual, pero
ahora cambiando los precios de ejercicio para las opciones call y put es posi-
ble observar los resultados en las Graficas 10 y 11. Nuevamente la diferencia
entre el precio general y Black-Scholes se va reduciendo.

Como ultimo ejercicio se puede hacer una estimaciéon por medio de si-
mulaciones del valor del parametro de velocidad del mercado, la (implicita)
que resulta cuando se iguala el precio de la opcién general y la opcién Black-
Scholes. (ver Grafica 12)
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Figura 10
Diferencia Call General-Call B&S como funcién del
coeficiente de reaccion del mercado para distintos
precios del ejercicio.
P —_—————————
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Fuente: Elaboracion propia.
Figura 11
Diferencia PutGeneral-Put B&S como funcion del
coeficiente de reaccion del mercado para distintos
precios del ejercicio
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Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 12
Valor de reaccion del mercado que iguala Call General con Call
580 C&S como funcidn de la volatilidad del arbitraje 0.0012
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Fuente: Elaboracion propia
Conclusiones

Utilizando teoria de norma en finanzas, en especial aplicada en teoria de
derivados y de portafolios, a través de los conceptos de haz fibrado, cur-
vatura, transporte paralelo pueden deducirse las ecuaciones tradicionales
de Black-Scholes y del modelo CAPM.

A partir del mismo formalismo de teoria de norma, se puede ampliar a
la consideracion fuera de equilibrio, considerando la posibilidad de arbitraje
donde de la misma forma se puede deducir y proponer una solucién equiva-
lente de Black-Scholes y CAPM. El arbitraje puede considerarse como una
fuerza en fisica y geométricamente como una deformacion de un espacio
con curvatura.

Se deducen y grafican los precios de opciones call y put como funcién de
ciertos parametros. A medida que el coeficiente de la velocidad de reaccion
A del mercado, cuando existe arbitraje virtual va creciendo el valor de call
general igualmente se va aproximando al comportamiento del call tradicio-
nal de equilibrio. Contrariamente al efecto de la desviacion estandar del rui-
do blanco y el parametro del arbitraje virtual.

Un efecto similar se observa para la volatilidad implicita del call general,
ésta va convergiendo a la volatilidad inicial del subyacente y del call Black-
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Scholes conforme la velocidad de reaccién del mercado aumenta y para vola-
tilidades de arbitraje que vayan disminuyendo.

Por altimo la velocidad de reaccion implicita (aquella que iguala los dos
precios call general y B&S ) se puede estimar por simulaciones y resulta que
va disminuyendo conforme aumenta la volatilidad del arbitraje.
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Anexo 1

1. Haz fibrado desde el punto de vista en Matematicas

A continuacién se estableceran una serie de definiciones matematicas rela-
cionadas con el haz fibrado (Ilinski 2001)

Definicion 1. Un espacio M es un campo n -dimensional suave si se cumple
lo siguiente:

1. Existe un conjunto de vecindades U; € M tal que su union genera
el espacio completo UU; = M .

2. Existe una funcién ¢; que mapea la vecindad en un dominio
abierto de un espacio euclidiano n-dimensional y obedece a
cualesquiera dos vecindades U; e Ujcon U; N U; + @ el mapeo
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¢:°p; " d;(U; N Uj) = ¢;(U; N Uj). es una funcién suave del espa-
cio euclidiano, los dominios ®;(U;) son llamados graficos y al con-
junto completo de los graficos se le llama Atlas.

Definicion: Un haz fibrado suave es un objeto compuesto de la siguiente for-

ma

Un campo suave E es llamado espacio total (haz).
Un campo suave B es llamado espacio base.

Un mapeo suave E — B llamada proyeccidn, cuyo Jacobiano re-
quiere tengan un rango maximo n=dim B para todo punto.

Un campo suave F es llamado la fibra.

Un grupo G de transformaciones suaves de la fibra F (esto implica
que laacciéon GXF — F, este grupo es llamado estructura de grupo
del haz fibrado).

Una estructura de haz fibrado vincula las entidades anteriores. La
base B viene con un sistema de coordenadas vecinales o graficas en-
cima de cada una de las cuales del producto directo via un difeomor-
fismo ¢i: FXUi — p~1(Ui) que satisface p¢(f,x) = x las transfor-
maciones A;; = ¢;'°p;: F X Uj; = F x U;; donde Uij = U; N U
Son llamadas funciones de transicion de los haces fibrados. Toda
transformacién A;; tiene la forma 4;;(f,x) = (TYf,x) .

Donde para todas las i,j,x la transformacién Tii(x) es un elemento de la es-
tructura de grupo G. Un haz fibrado principal es definido como un haz cuyas
fibras F coinciden con la estructura de grupo el cual actda sobre la fibra F=G
como g G- G g(X)=X

Definicién: En cualquier curva y en la base, una conexién es un mapeo de la
fibra Fy(a) asociada al punto y(a) de la base a la fibre Fy,(py por encima del

punto y(b).

Y satisface los siguientes requerimientos

184

@(y) depende continuamente de la trayectoria y(t), un pequefio
cambio en la trayectoria no puede conducir a un gran cambio como
resultado del trasporte paralelo.

@(Y) es independiente de la parametrizacién de la trayectoria.

@(Y) es un mapeo identidad si ¥ (t)= constante si no hay trayecto-
ria entonces no hay transporte.
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Se mantienen las siguientes ecuaciones

By, v2) = 0(r)8(2) , 0G0 = (@)™

la primera relacidn establece que el transporte paralelo a lo largo de dos
curvas consecutivas es equivalente al transporte paralelo a lo largo de la
curva resultante combinada. La segunda dice que el transporte paralelo a
lo largo de la misma curva en direcciones opuestas genera el inverso de un
transporte paralelo.
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RESUMEN

El presente trabajo tiene por finalidad, analizar la existencia de interde-
pendencia entre los mercados bursatiles de China y de México mediante la
aplicacién de modelos econométricos multivariados heteroscedasticos de
series de indices accionarios de los mercados de Shangai, Shenzhen y Hang
Seng pertenecientes a China, y el indice de precios y cotizaciones de Méxi-
co. El periodo de analisis comprende del 5 de enero de 2009 al 31 de diciem-
bre de 2014 con un total de 1 563 observaciones diarias. Por un lado se
encontrd que existen asimetrias en los mercados y una correlacién débil,
seflal de una nula o escasa transmisidn de volatilidad entre los mercados
de China y México. Sin embargo, este dltimo mercado ofrece mayores ven-
tajas de rendimiento y bajo riesgo. Por otra parte, el modelo CCC explica
de mejor forma la conducta de la varianza condicional en el tiempo, siendo
éste el modelo que mejor comportamiento y parsimonia demuestra sobre
los activos financieros internacionales sujetos a estudio.

Clasificacién JEL: C3, C31, C51, G15.

Palabras clave: volatilidad, modelo econométrico, modelos GARCH multi-
variados, México, China.

ABSTRACT

This paper aims to analyze the existence of interdependence among China
and México’s stock markets by analyzing their financial indexes. Series of
stock markets from Shangai, Shenzhen y Hang Seng (this three markets be-
long to China) and Mexico’s stock price index quote are modeled. The analy-
sis covers the period from January 1st, 2009 to December 31st, 2014 with
a total of 1,563 daily observations. For empirical evaluation multivariate
GARCH models D-Vech, D-BEKK and Conditional Correlational Constant
(CCC) were used in order to find the best model that explain the behavior of
dynamic conditional volatility over time. On the one hand it was found that
there are asymmetries in the market and a negligible positive correlation,
a weak signal transmission of volatility between the markets of China and
Mexico. However, the latter market offers greater performance benefits and
low risk. Moreover, the CCC model best explains the behavior of the conditio-
nal variance in time, which is the model that shows better performance and
parsimony for the international financial assets subject to study.

JEL Classification: C3, C31, €51, G15

Keywords: volatility, econometric model, multivariate GARCH models, Mexi-
co, China.

1 88 Volumen 5, numero 2, julio - diciembre, 2015



Estimacion de modelos multivariados GARCH en los mercados accionarios... ESt@@éS{bl@@g
FINANZAS Y RIESGO

Introduccion

1 proceso de liberalizacién y desregulacidon que ha ocurrido alrededor de

los dltimos veinticinco afos en muchos mercados de capitales ha teni-
do, al dia de hoy, severos impactos en su grado de respuesta, sobre todo de
las economias emergentes. El grado de vinculaciéon del mercado chino con
el exterior tiene grandes implicaciones para las compafiias domésticas y los
inversionistas externos; asimismo, la economia mexicana ha mostrado avan-
ces positivos como una medida de adaptacién en respuesta a los cambios en
la economia financiera en la esfera internacional. Después de un periodo de
madurez en donde las economias emergentes se mostraban menos eficientes
a principios de los afios noventa en cuanto a la presencia de resultados, en
relacion con los beneficios y riesgos que representan, en comparaciéon con
los mercados bursatiles de economias desarrolladas (Lee, 2001), en la actua-
lidad las dos economias sujetas al presente estudio ofrecen al inversionista
extranjero opciones que deben ser reconocidas en funcién del impacto que
han mostrado en el comportamiento general de sus rendimientos asi como
del riesgo de mercado que generan. A pesar de mejorar el marco legal y re-
ducir sus barreras de entrada, en los altimos tiempos, el mercado financiero
chino muestra la evidente particularidad de la existencia del control guber-
namental (Boyreau et al. 2005), y compite internacionalmente con tres im-
portantes mercados: Shangai, Shenzhen y Hang Seng (los dos primeros se
ubican en China y el tercero se ubica en Hong Kong), en general, esta dividido
en dos mercados segmentados: el mercado “A”, cuyas acciones se restringen
a inversionistas nacionales; y el mercado “B”, cuyas acciones se restringen
solamente a inversionistas extranjeros. Por su parte, después de haber sido
la primera y desafortunada victima de la globalizacion financiera debido a
los efectos de la crisis internacional bajo el denominado “efecto Tequila”, el
mercado bursatil mexicano es actualmente una de las economias emergentes
mas atractivas para la inversidn, porque ha demostrado un crecimiento en los
ultimos afios, como se revisara mas adelante.

Los constantes movimientos en los mercados internacionales, el nivel de
desarrollo de las economias asf como también el grado de desarrollo de sus
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mercados financieros permiten competir y ser eficientes en cuestiones de
liquidez, informacidn, inversién y movilizaciéon de ahorros, principalmente.
A medida que la liberalizacion y la desregulacion financiera han presentado
cambios como la integracion financiera bajo el enfoque de la globalizacion,
la dindmica de los rendimientos ha permitido tener la oportunidad de obte-
ner mejores beneficios y un mayor grado de inversién gracias al efecto de
la diversificacién, sin embargo también ha presentado consecuencias tanto
indeseables como inesperadas. El grado de codependencia de los mercados
ha provocado un sistema complejo con diversos efectos negativos —como
una alta volatilidad— asi como otros factores enddgenos y su transmision a
otros mercados mediante el llamado efecto (riesgo) de contagio, fenémeno
desestabilizador que conlleva a crisis bursatiles de manera rapida y simul-
tanea (Lopez, et al.,, 2009). De esta manera, el interés particular del presente
articulo es observar si dicho grado de integracidon ha determinado el com-
portamiento de los mercados bursatiles de México y China, cuyos vinculos
han sido cada vez mas estrechos y abundantes, a partir de inicios de la déca-
da de los noventa bajo crecientes flujos comerciales y de inversidon bilateral,
transformando la competencia entre ambas economias en una relaciéon bi-
lateral estratégica de la sociedad (véase Villalobos, 2007 y Anguiano, 2007).

La importancia de analizar ambos mercados radica en que, dadas las
condiciones del comportamiento histérico de sus bolsas de valores, podrian
aprovecharse las oportunidades que ofrecen las dos economias en su con-
junto y tomar estrategias de inversion, es decir, en el presente estudio se
analizan los mercados financieros de China y México observando si existen
efectos de segmentacidn, o bien, cierto grado de correlacién que determinen
la posible existencia de una integracion financiera y un grado de codepen-
dencia en los mercados bursatiles de ambas economias. Lo anterior, a fin de
evidenciar oportunidades de inversién en todos o algunos de sus mercados
bursatiles. Los hallazgos aportarian conclusiones para futuros estudios me-
diante la posibilidad de aplicacién de algunos instrumentos cuantitativos de
la ingenieria financiera, por ejemplo.

El presente articulo modela econométricamente los tres mercados bur-
satiles de China y el mercado bursatil de México mediante el enfoque GARCH
multivariado. La importancia del analisis radica en que estos modelos anali-
zan el efecto “spillover” (transmisién de la volatilidad) y detectan aquél que
mejor se ajuste al comportamiento asimétrico del rendimiento de los indices
accionarios de los mercados financieros de las economias sujetas a estudio,
mediante la garantia de obtener una matriz de varianza-covarianza positi-
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va, a diferencia de los modelos univariados, que se utilizan para el estudio
de la interrelacion de las volatilidades de los mercados financieros. Lo an-
terior permitira, por un lado, generar evidencia empirica que permita una
posterior construccion de enfoques de cartera y administracion del riesgo
de mercado, asi como tener los elementos necesarios para reforzar la toma
de decisiones en las inversiones de portafolios. Por otra parte, se podra re-
visar también el grado de integracién de estos mercados con respecto al
mercado internacional.

Existe bibliografia extensa sobre el andlisis de la volatilidad en las
bolsas de valores de paises desarrollados y apenas comienza a darse una
mayor participacion en este sentido, con respecto al andlisis de estos fené-
menos en las bolsas de los mercados emergentes. Sin embargo, el analisis
conjunto de dos economias emergentes con caracteristicas asimétricas en
sus mercados financieros como lo son las economias china y mexicana, es
escasa, 0 mas aun, inexistente. En México, solamente Anguiano y Rodriguez
(2011), documentan la evolucion del mercado financiero de China en cuanto
a tamafio y eficiencia en afios recientes.!

El trabajo esta divido en los siguientes apartados: en la primera seccién
se realiza la revisidn de la literatura, referente a los trabajos relacionados
con la aplicaciéon del enfoque GARCH multivariado en mercados bursatiles.
En la segunda seccidn se revisan los aspectos metodolégicos, mediante el
desarrollo de los modelos multivariados GARCH propuestos en el presente
trabajo. La tercera seccién destaca la evaluacién empirica, mediante el ana-
lisis sobre la aplicacién de los modelos GARCH multivariados en los indices
accionarios de China y México; se analizan y comparan los modelos plantea-
dos a fin de establecer cudl es aquel que mejor explica el comportamiento
de la volatilidad y sus asimetrias en los indices accionarios involucrados.
Por dltimo se presentan las principales conclusiones.

! Sin embargo, solamente se compara a esta economia con la mexicana en cuanto
a la aplicacion de una politica de rescate similar al FOBAPROA mexicano después
de la crisis financiera china, aunque el objetivo fue diferente, es decir, nunca se
considero la opcion de privatizar empresas y bancos, sino que la financiacion con
los recursos publicos —impuestos de los contribuyentes— para mantenerlos rentables y
eficientes bajo la premisa de financiar la produccion real de bienes y servicios. A nivel
internacional, existe literatura abundante sobre el tema de la evolucion, desarrollo,
tamano, eficiencia y modelacion del mercado financiero chino; se sugiere revisar los
trabajos de Ma (1996), Song et. al. (1998 ), Tsuiy Yu (1999), Lee (2001), Gao y Kling
(2006), Li (2007), y recientemente, Carpenter et. al. (2015), entre otros.
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1. Revision de literatura

La presencia de asimetrias es el preambulo a la apariciéon de la volatilidad
en los indices accionarios de las diversas bolsas del mundo y ello deriva en
factores de riesgo de contagio y nerviosismo en el mercado (Hernandez,
et al,, 2015). Existen estudios que documentan el comportamiento tanto
del mercado financiero chino como del mercado financiero mexicano. Este
comportamiento puede ser analizado mediante modelos autorregresivos de
heteroscedasticidad condicional generalizados (GARCH, por sus siglas en
inglés, Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity model);
en la aplicacidn a las finanzas, dicha familia de modelos? intentan medir y
pronosticar el impacto que tiene la varianza condicional en los rendimientos
de indices de precios y otros activos financieros.

En cuanto a la investigacion con respecto a los mercados financieros
de China, Brooks y Ragunathan (2003) encuentran la existencia de autoco-
rrelacion y correlacion cruzada en los indices accionarios del mercado, sin
embargo no encuentran indicios del efecto spillover o afectacidn de la vo-
latilidad entre sus mercados de tipo “A” hacia “B” y viceversa. Sosa y Ortiz
(2014) analizan la economia china con respecto a su grado de integracion
como integrante del grupo BRIC y la posibilidad de México por integrarse
a este grupo; examinan asimismo, mediante modelos econométricos VAR y
multifactorial, larelacién entre variables macroecondmicasy el rendimiento
bursatil para cuantificar su contribucion al riesgo sistematico concluyendo
que existe una segmentacion parcial, y diferencias en el grado de sensibili-
dad de las variables macroecondmicas ante movimientos de las respectivas
bolsas de valores. Sun et al. (1999) y Yang (2003) analizan las acciones A
y B de los principales mercados de valores chinos encontrando mediante
el método VAR y la correlacion cruzada evidencia en la existencia de infor-
macion asimétrica, segmentacion del mercado y autocorrelacién cruzada

2 Los modelos pioneros fueron desarrollados por Engle (1982) y generalizados por
Bollerslev (1986). Ahoranuevos métodos economeétricos hansido introducidos afinde
estimar las varianzas condicionales de los precios y rendimientos de datos financieros.
Para responder a las necesidades de la industria financiera y la administracion de
riesgos, han surgido nuevas metodologias cuyo disefio permite examinar las colas de
distribucion (aun no queda claro si las colas tienen la misma conducta dinamica que
el resto de la distribucion como podria asumirse en los modelos GARCH (Engle et al.
1995). Complementan la familia de modelos univariados GARCH sucesivos métodos
tales como IGARCH, TGARCH, EGARCH, PARCH, CGARCH, FIGARCH, FIEGARCH,
SWARCH, GJR-GARCH, NAGARCH y AGARCH, entre otros.
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positiva. Song et al. (1998) utilizan el modelo GARCH-M para modelar las
series de rendimiento de los mercados Shenzhen y Shangai para examinar
la posible transmisién de volatilidad. Por ultimo, Li (2007) analiza los vin-
culos entre los mercados bursatiles de China y Estados Unidos utilizando el
modelo multvariado D-BEKK encontrando evidencia de una débil volatilidad
unidireccional en los mercados de valores chinos de Shangai, Shenzhen y
Hang Seng, lo cual beneficia a los inversionistas en la reduccion del riesgo
diversificado, generando oportunidades para la seleccion 6ptima de porta-
folios de inversidn.

Por su parte, para el caso mexicano, Lépez y Ortiz (2011) analizan los
mercados financieros del TLCAN mediante la aplicaciéon de modelos multi-
variados MV-GARCH y de correlacién condicional dindmica (DCC) encon-
trando en primer lugar la presencia de una relacién a largo plazo que tiende
al ajuste en la dindmica cotidiana, en segundo lugar encuentran también
efectos significativos de transmisién de volatilidad de los mercados nor-
teamericano y canadiense hacia México; por ultimo, observan un aumento
de la correlacion del mercado mexicano con sus contrapartes del bloque
analizado. Ruiz y Ruiz (2015) analizan la hip6tesis de mercados eficientes
utilizando los modelos multivariados D-VECH, BEKK y CCC encontrando que
este ultimo modelo es el que mejor explica el comportamiento de la varian-
za condicional en el tiempo. Por ultimo, Reyes y Ortiz (2013) proponen la
metodologia MVARCH (modelos multivariados GARCH y modelos de valor
en riesgo, VaR) para analizar portafolios de inversion aplicados a series de
rendimientos de precios accionarios del mercado TLCAN; encuentran que el
modelo CCC explica de forma mas eficiente los estimadores de pérdidas po-
tenciales, siendo México el pais que representa la mejor opcién de inversion.

2. Aspectos metodologicos

A partir del modelo autorregresivo de heteroscedasticidad condicional
(ARCH), trabajo seminal de Engle (1982), se ha dado pie al desarrollo de pro-
puestas alternativas que contribuyen en la innovacién de modelos y pronds-
ticos de la volatilidad asociada a series de tiempo. La denominada familia de
modelos ARCH ha demostrado que captura muchos de los comportamientos
atipicos asociados a la volatilidad de rendimientos de los activos financieros
como, por ejemplo: las distribuciones leptocurticas, volatilidad agrupada
—o claster—, varianzas cambiantes en el tiempo, efectos leverage (correla-
cion entre los rendimientos de un activo y cambios en su volatilidad futura),
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persistencia y asimetrias en la volatilidad debido a grandes incrementos o
caidas en el precio de un activo, entre muchas otras.3

Por su parte, los modelos multivariados GARCH poseen ventajas com-
parativas respecto de los modelos univariados en las finanzas, es decir, se
pueden obtener estimadores 6ptimos para la construccién de las matrices
de varianzas-covarianzas, aplicables a modelos de portafolios de inversion
y permiten dimensionar también la movilidad conjunta de capitales, asi
como la interrelacién existente de la volatilidad en los mercados financie-
ros. Actualmente la integracion de los mercados financieros ha permitido
que los agentes participantes (inversionistas institucionales y privados) se
vean beneficiados por efecto de la diversificacion internacional a largo pla-
zo. Sin embargo existen también problemas con los modelos GARCH multi-
variados, por ejemplo, la dimensionalidad, es decir, el nimero de parame-
tros tiende a crecer de forma exponencial en comparacién con el nimero
de variables existentes en el modelo, ademas de requerir que la matriz de
varianzas-covarianzas sea definida positiva (Lopez, et al. 2009). La apli-
cabilidad de estos modelos es entonces complicada y deja de ser atractiva
para muchas investigaciones, ya que ademas de lo anterior puede sumarse
el momento de elegir el modelo y asegurar que el método de estimacion
trae como resultado estimadores insesgados y consistentes (Galvan y Cer-
mefio, 2009).

Es importante realizar el analisis de la estructura que conforman los
modelos GARCH multivariados y su desarrollo constante a través del tiempo,
enfatizando que los nuevos modelos que emergen son propuestas para mejo-
rar su sistema estructural y capturar de una forma mas exacta el fendmeno
de la volatilidad condicional. El fin primordial es realizar una descripcién de
tres modelos econométricos recientes, pertenecientes a la familia GARCH.

3 Los modelos de volatilidad fueron punta de lanza en el campo de las finanzas
debido a que el inversionista tratara siempre de anticipar los movimientos en el
riesgo y rendimiento de un instrumento de corto plazo. El analisis sobre la media
y la varianza no condicional de una serie de rendimientos, responde a la accion de
anticipar el comportamiento de uno o varios instrumentos del mercado financiero;
tal comportamiento dependera de los movimientos diarios de las bolsas bursatiles
del mundo. Los modelos a analizar tienen su fundamento en la idea de que éstos se
realizan con la media y varianza condicional simultaneamente, i.e., se propone un
modelo autorregresivo (media condicional) y ademas se propone un mecanismo de
control sobre la evolucion de los errores (varianza condicional); finalmente, se busca
incorporar los supuestos de que la volatilidad muestra altas y bajas en un periodo
dado de tiempo (cuantificada por la desviacion estandar condicional).
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Los modelos sujetos a discusién son el modelo VECH diagonal (Diagonal Vec-
tor H, D-VECH), el modelo BEKK (acrénimo de sus autores Baba-Engle-Kraft-
Kroner) y el modelo de Correlacién Condicional Constante (Constant Con-
ditional Correlation, CCC). El gran logro de estos modelos es el de permitir
capturar regularidades empiricas como la dependencia de segundo orden
(volatilidad clustering) y las colas pesadas (fat tails), que es caracteristico de
las series de rendimientos financieros.

3. El modelo VECH Diagonal

En el modelo VECH general (Bollerslev, et. al., 1988), cada elemento de H;
es una funcion lineal de errores cuadrados rezagados y productos cruzados
de los valores de los errores y rezagos de los elementos de H,. El modelo es
definido como:

hi=c+ Ant-1 + Ght-1 1)

donde
h.= VECHH, (1.2)
Ne.l = VECHe, &) (1.3)

VECH() es el operador que conjunta la porcién triangular mas baja de una
matriz NxN como un vector N(N+1)/2x1. Ay G representan las matrices de
parametros cuadrados de orden (N+1)/2 y c es un vector de parametros
(N+1)N/2x1.

Debido a la problematica que presenta este modelo, solamente aplica-
do en la practica para el caso bivariado, Bollerslev et al. (1988) sugieren el
modelo VECH diagonal (DVECH) en el cual las matrices A y G se asumen
diagonales, y cada elemento hijt depende solamente de su rezago propio y
del valor previo de eit gjt.4

4 Para el modelo VECH, el numero de parametros es N(N+1)(N(N+1)+1)/2, mientras
que en el modelo DVECH se tiene N(N+5)/2. Por ejemplo, si N=3, en el caso del
modelo DVECH se tienen N=78 parametros; en cambio, para el modelo DVECH se
tienen N=12 parametros. Pero bajo este supuesto de diagonalidad, los sistemas de
gran escala son aun fuertemente parametrizados y dificiles de estimar en la practica
(para mayores referencias, consultese Bauwens, et. al., (20006).
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En particular, se definen las matrices NxN simétricas, Ao, Go y Co,
como las matrices implicitas por las relaciones A=diag[VECH(A0)],5
G=diag[VECH(Go)] y c=VECH(Co). El modelo diagonal puede escribirse asi:

H=Co+Ao O g1 &.1)+ Go O He (2)

4. El modelo BEKK

Debido a la dificultad para garantizar la positividad de la matriz H; en el
modelo VECH, sin imponer fuertes restricciones sobre los parametros, Engle
y Kroner (1995) proponen una nueva parametrizaciéon para H, que impone
facilmente su positividad, esto es, el modelo D-BEKK(1,1,K), el cual es defi-
nido como:

! * K */ *
Et-1&¢-14) + Xy=1 Gy Hi—1Gy, (3)
K K ] K p
H =CC+3 > A% & Ay +2 > Gy 'H, Gy (4)
k=1 j=I k=1 j=1

Donde C, Ay G son matrices NxN pero C es triangular superior. El limite
de la sumatoria K determina la generalidad del proceso. Los parametros del
modelo BEKK no representan directamente el impacto de los diferentes tér-
minos rezagados sobre los elementos de H,, como el modelo VECH. El modelo
BEKK es un caso especial del modelo VECH.6

Uno de los principales problemas al estimar un modelo VECH y un mo-
delo BEKK es el alto nimero de parametros desconocidos (incluso después
de imponer varias restricciones). Por esta razoén el uso de estos modelos se
limita al analisis de un maximo de tres a cuatro series. Los modelos fac-

5 Si v es un vector de dimension m entonces diag(v) es la matriz diagonal mxm con v

en la diagonal principal.
6 El nimero de parametros en el modelo BEKK (1,1,1) es N(5N+1)/2. Para reducir este

numero, y consecuentemente reducir la generalidad, se puede imponer un modelo
BEKK diagonal (DBEKK), esto es, A}, y G}, en (1) son matrices diagonales. Este modelo
es también un modelo DVECH aunque es menos general, pero garantiza ser positivo
definido mientras DVECH no lo hace.
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toriales y ortogonales tratan de contrarrestar esta dificultad imponiendo
una estructura dindmica comun en todos los elementos de H,, lo cual resulta
en modelos con menos pardmetros. Bollerslev (1990) propone una clase de
modelo MGARCH en el cual las correlaciones condicionales son constantes
y asi las covarianzas condicionales son proporcionales al producto de las
desviaciones estandar condicionales correspondientes. Esta restriccién re-
duce enormemente el numero de pardmetros desconocidos y simplifica la
estimacidn.

5. El modelo Correlacion Condicional Constante (CCC)

El modelo CCC (Bollerslev, 1990) es definido como:

H; = D;RD; = (pij\[hiichjjc) (5)

donde:

D, = diag (hl/z h;/ﬁt) (5.1)

iit

h;; puede ser definido como un modelo GARCH univariado, y R=(pij) es una
matriz definida positiva simétrica p;j = 1Vi. R esla matriz que contiene
las correlaciones condicionales constantes Pij.

Para llevar a cabo el analisis comparativo y tener criterios alternativos
para la seleccién del mejor modelo descriptivo de las series cuando las ma-
trices de varianzas y covarianzas son semidefinidas positivas y tener mayo-
res bases para sostener la sugerencia de ciertos patrones de comportamien-
to dinamico de las series financieras analizadas, cabe resaltar que en todos
los casos se utiliz6 el método de maxima verosimilitud (ML o bien, Maximum
Likelihood) para las estimaciones de los modelos. Sin embargo, también se
analizaron los estimadores de bondad de ajuste como el logaritmo de vero-
similitud (Log-Likelihood) y el criterio de informacion Akaike (AIC).
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6. Analisis empirico

El estudio empirico utiliza datos del periodo del 5 de enero de 2009 al 31 de
diciembre de 2014, generando un total de 1 563 datos diarios habiles. Se ha
utilizado como fuente la base de datos de Yahoo Finance. Para calcular los
datos perdidos por los dias festivos u otros eventos de cierre de mercado, se
utilizo6 la técnica de interpolacién lineal del paquete estadistico SPSS. El ana-
lisis econométrico fue generado en EViews version 8. El periodo de estudio
fue seleccionado después de contemplar que no hubiese eventos o noticias
que aceleren o cambien la tendencia de los mercados de una manera radi-
cal —asimétrica— de forma temporal (efectos clustering y leverage); tal es
el ejemplo de la reciente crisis financiera de los afios 2007-2008 que afect6
de manera contundente a los mercados financieros con un fuerte impacto
econdmico internacional. La razoén por la cual se han seleccionado indices
accionarios se debe a que son representativos en la literatura financiera del
comportamiento cotidiano de los principales valores que participan en sus
respectivas bolsas domésticas (Reyes y Ortiz, 2013). Los rendimientos de
los indices fueron calculados mediante la obtencién del cociente del loga-
ritmo natural (In) del precio de cierre del dia t (P,) como numerador entre
el precio del mismo rezagado un periodo (P-1), el resultado es finalmen-
te multiplicado por cien para obtener el porcentaje de dichos rendimientos
(ver ecuacion 6).

Pt= In (Pt/Pt_l)*l()O (6)

Las asimetrias existentes en el tamafio de las economias se reflejan en el
tamaio relativo de los mercados bursatiles de China y México. Como es po-
sible notar en la Tabla 1, al considerar la suma total de los tres mercados de
China, el resultado representa una maquinaria competitiva con respecto a
los mercados de economias desarrolladas, como Estados Unidos. Lo anterior
contrasta a pesar de que las tasas de crecimiento de capitalizacién interna
de México entre el periodo de 2009 a 2013 mostraran un incremento de casi
cincuenta por ciento (49.42%) en comparacion con la tasa de crecimiento de
China, la cual mostr6 un incremento de 20% en el mismo periodo. Aunque
es importante sefialar que los dos rubros restantes de la Tabla; China mues-
tra su claro potencial. Las cifras son contundentes: la tasa de crecimiento
del PIB en China tuvo un incremento de 85.2% y la de México solamente la
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Tabla 1. Caracteristicas de los mercados de valores de China y México
(2009-2013)

PIB (millones de US doélares a precios actuales)

Pais 2013 2012 2011 2010 2009
China 9,240.27 8,229.49 7,321.89 5,930.50  4,990.23
Meéxico 1,260.91 1,186.46 1,170.09 1,051.63 895.31

Capitalizacion interna de mercado (miles de millones de US doélares)

Bolsa de valores

México 526.02 525.06 408.69 454.35 352.05
Hong Kong 3,100.78 2,831.95 2,258.04  2,711.32  2,305.14
Shangai 2,496.99 2,547.20 2,357.42  2,716.47  2,704.78
Shenzhen 1,452.15 1,150.17 1,054.69 1,311.37 868.37
Total China 7,049.92 6,529.32 5,670.14  6,739.16  5,878.30
Numero de compaiiias listadas
México 143 138 133 130 125
Hong Kong 1,643 1,553 1,496 1,496 1,319
Shanghai 953 953 931 931 870
Shenzhen 1,536 1,536 1,411 1,411 830
Total China 4,132 4,042 3,838 3,838 3,019

Fuente: Elaboracion propia con datos de \World Federation of Exchanges, Annual Report
(anos 2009 a 2014) y estadisticas on line del Banco Mundial, sitio web en http://databank.
bancomundial.org/.

mitad, es decir 40.8%; en el segundo rubro, China mostré un incremento de
36.87% en el nimero de empresas listadas, en tanto que México sélo obtuvo
un incremento del 14.40%.

Analizado de manera individual, con respecto a la capitalizacién inter-
na de mercado, para el afio 2013 Hong Kong tuvo la mayor capitalizacion,
seguido del mercado de valores de Shangai y del mercado Shenzhen; México
ocupa la ultima posicién en este rubro. La capitalizacién de este mercado
es $3,100.78 miles de millones de US ddlares en 2013. México en este afio
tuvo una capitalizacion de $526.02 millones de délares, es decir apenas re-
presenta el 17% de capitalizacién del mercado de Hong Kong, el 21% del
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mercado de Shangaiy 36% del mercado Shenzhen (es decir, la capitalizaciéon
del mercado mexicano solo representd 7% del mercado financiero chino en
conjunto durante el aflo 2013).

Cabe sefialar el preocupante caso del reducido tamafio de empresas
que opera en el mercado accionario mexicano. Ya se ha observado en in-
vestigaciones como Reyes y Ortiz (2013) asi como en Loépez et al. (2009)
que el mercado bursatil mexicano sufre de una falta de profundizacién,
debido a la escasa participacién y monopolio de las empresas mexicanas
en mercados accionarios. En cambio, China ha dado grandes pasos a partir
de la década de los noventa gracias al establecimiento de mecanismos de
apertura y liberalizacion a pesar de su régimen politico. Este pais ha mos-
trado un crecimiento del nimero de empresas participantes en el mercado
del 36.9% durante el periodo 2009-2013 (aumentando de 3,019 a 4,132
empresas en suma total de sus tres mercados), mientras que México sola-
mente crecid 14.4%, pasando de 125 a 143 empresas.

El comportamiento de los principales indices financieros de mercados
bursatiles de ambas economias se ve reflejado en la Figura 1. A fin de ho-
mologar las cifras de los cambios en el comportamiento diario del puntaje
observado en cada uno de los indices analizados, y resaltar ademas la com-

Figura 1. Comportamiento de los principales indices bursatiles de China y México
(base 2009=100)
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Fuente: Elaboracion propia.
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petencia directa de los mercados, se parte de la base comin 2009=100. Es
posible observar el repunte del indice del mercado bursatil mexicano a par-
tir de 2012 hasta finales de 2014. Este intervalo con respecto al aumento del
indice de precios y cotizaciones (IPC) le podria permitir al mercado mexica-
no tener la oportunidad aprovechar para competir y ser atractivo interna-
cionalmente. Cabe sefalar que México fue el inico mercado que mostr6 una
tasa de crecimiento positiva, en el crecimiento del indice, en comparacion
con los tres mercados bursatiles chinos, i.e., 41.7% entre 2009 y 2011 y 7.1%
entre 2012 y 2014 (ver Apéndice A). Sin embargo, lo anterior debe acotarse
frente a dos hechos; primero, la volatilidad existente en cada uno de estos
mercados; y segundo, observar el grado de correlacion entre los mismos.
El andlisis sugerido debe realizarse en base a los problemas que han exa-
cerbado en las ultimas décadas a raiz de la liberalizacion de los mercados
financieros y su creciente integraciéon como producto de la globalizacién fi-
nanciera.

Figura 2. Evolucion de los rendimientos sobre indices accionarios
de China y México
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Fuente: Elaboracion propia.
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La Figura 2 muestra los patrones de cambio de los rendimientos de los cua-
tro mercados analizados en la presente investigacion. En los cuatro casos
se observa la presencia de volatilidad, la mas alta se ubica en el indice chi-
no Shenzhen. En términos anuales, la desviacion estandar de este indice de
precios fue de 1.56%, de 1.28% para el indice Shangai, 1.18% para el indice
Hangseng y de 1.069% para el indice de precios y cotizaciones mexicano. La
dependencia del tiempo es una constante que se identifica en los cuatro indi-
ces y se exhiben clusters o agrupamientos de volatilidad. Los inversionistas
deben considerar la heteroscedasticidad en los rendimientos que incluyen
los indices de estos mercados al incorporarlos en sus portafolios de inver-
sién a fin de evitar pérdidas potenciales que pongan en riesgo su dinero.

En lo referente a la correlacion entre los mercados, la Tabla 2 muestra
la presencia de un débil grado de asociacidn lineal entre las variables de es-
tudio. Durante el periodo 2009 a 2014 los mercados accionarios chinos y
el mexicano mostraron correlaciones positivas en su gran mayoria, aunque
muy bajas. La correlacién mas alta corresponde al caso bilateral entre el in-
dice de precios mexicano y el indice chino Shangai (0.1828); la correlaciéon
mas baja pertenece a la dupla de indices Shenzen y Hang Seng (-0.036). Ade-
mas del problema de heteroscedasticidad de los rendimientos, estos merca-
dos se caracterizan por tener correlaciones con tendencia a cero. La reduc-
cion de oportunidades de optimizacion de los rendimientos de los activos de
un portafolio —en este caso, utilizando indices accionarios— es una parte
que describe el analisis de la Tabla 2.

Tabla 2. Correlacion entre los rendimientos de indices bursatiles
de México y China (2009-2014). Datos diarios

indice Shangai Shenzhen Hang Seng IPC
Shangai 1.00000 0.00580 0.03737 0.18281
Shenzhen 0.00580 1.00000 -0.03674 0.04192
Hang Seng 0.03737 -0.03674 1.00000 0.00579
IPC 0.18281 0.04192 0.00579 1.00000

Fuente: elaboracion propia.
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La Tabla 3 muestra las estadisticas basicas, cuyos resultados son conclu-
yentes para fundamentar los hechos estilizados encontrados en series de
tiempo financieras. Se aprecian diferencias en los promedios de los rendi-
mientosy las desviaciones estandar de los tres indices pertenecientes a cada
mercado (cabe aclarar que todos las series de indices financieros estudiados
se miden —por homologacién— en délares de Estados Unidos, i.e., US ddla-
res). Ademas, se puede apreciar que la inversion en el indice IPC presenta el
riesgo mas bajo (cuantificado por su desviacion estandar), pero sus rendi-
mientos (cuantificados por su media simple) son mas altos que cualquiera
de los demas mercados. El sesgo (coeficiente de asimetria) es negativo para
el caso de los cuatro mercados, esto indica que las distribuciones respecti-
vas presentan exceso de datos en la cola de distribucién izquierda; por otra
parte, la curtosis presenta casos mayores a tres, lo cual es indicativo de la
presencia de distribuciones leptocurticas, hecho muy comin en datos de se-
ries financieras. La prueba de normalidad Jarque-Bera rechaza la hip6tesis
nula de normalidad, por lo cual en todos los casos se tienen distribuciones
diferentes a la normal. Finalmente el ratio rendimiento-riesgo, obtenido del
cociente entre ambos indicadores, muestra que el mercado mexicano pre-
senta una mejor proporcion (0.038%) lo cual es indicativo de que se podrian

Tabla 3. Propiedades estadisticas de la serie de los rendimientos (porcentajes)

Shangai Shenzhen Hang Seng IPC
Media 0.036045 0.031891 0.025637 | 0.040738
Mediana 0.024697 0.000000 0.013730 | 0.060912
Maximo 5.935871 6.685396 5.518693 | 5.862618
Minimo -6.982743 -7.855111 -5.827027 | -5.985282
Desviacion estandar 1.287224 1.567526 1.185719 1.069132
Coeficiente de asimetria | -0.397881 -0.308557 -0.225220 | -0.279385
Curtosis 5.928758 5.451708 5.545309 | 6.680374
Jarque-Bera 600.2412 416.5259 435.4107 Y03.0389
Probabilidad 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000
Riesgo/rendimiento 0.028002 0.020345 0.021622 | 0.038103

Fuente: elaboracion propia.
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ofrecer mejores beneficios con una proporcién de riesgo moderada. El mer-
cado de Shangai secunda esta proporcion (0.028 por ciento), y los mercados
Hang Seng y Shenzhen ocupan la tercera y cuarta posicién (0.021 y 0.020
por ciento respectivamente), siendo el tercero el que presenté menores ren-
dimientos y mayor riesgo ofrecido a los inversionistas durante el periodo de
estudio.

El andlisis de series de tiempo de cada una de las variables, se realizé
en primer lugar para controlar los efectos de la autocorrelacién llevando a
cabo la seleccion de rezagos bajo el criterio de informacién de Schwarz es-
pecificando inicialmente cinco rezagos. A fin de comprobar si efectivamente
dichas series son estacionarias se realizé la prueba de las raices unitarias.
La prueba Dickey y Fuller permite concluir que las series de estudio pueden
ser estacionarias y es posible proceder a la estimacion de los parametros y
modelaciéon multivariada de las ecuaciones (2), (4) y (5).7 Finalmente, con
el fin de evaluar la importancia de la estructura de volatilidad condicional
multivariada se ha calculado la matriz de correlacion cruzada entre los ren-
dimientos, siendo reconocida la asociacidn lineal significativa en el periodo
actual y rezagada un periodo; como lo han realizado Gallén y Gémez (2007).
Dada la evidencia de dependencia temporal presente en cada una de las se-
ries de rendimientos se estimé un modelo VAR (vectores autoregresivos)
para la media condicional, especificado como:

Ve = EelSe—) + e =v+ Py + Doy 5 + € (7)

donde:
o~
€t [Se-1 ~ N(O, Hy)
H,: matriz de varianzas y covarianzas condicionales

v: vector N-dimensional de parametros

®;: matriz cuadrada de parametros para i=1,2.

La seleccidn éptima de longitud del rezago se basé en los criterios de
informacion de Akaike (AIC) y Schwarz (SIC).

7 Por razones de espacio, solamente se presenta en el Apéndice B una tabla con la
prueba ADF (Augmented Dickey-Fuller) en primera diferencia.
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En la Tabla 4 se presenta el comparativo de los estimadores de bondad
de ajuste (BA) para cada una de las estimaciones analizadas. La compa-
racion de los valores absolutos de los estimadores muestra que el modelo
CCC parece modelar la varianza condicional de una manera mas eficiente,
lo cual podria deberse a que la correlacion de la volatilidad se asume como
una constante descriptivamente estimada, obteniendo resultados mas con-
sistentes mediante la mejor bondad de ajuste, segun los criterios a los que
se someten las pruebas realizadas en cada modelo. Particularmente, el mo-
delo multivariado T-Student con especificacion TGARCH parece explicar de
mejor forma el comportamiento heteroscedastico (varianza condicional) de
las series ajustandose de manera mas rapiday eficaz en el tiempo; es posible
también que la distribucién de densidad t de Student multivariada describa
de mejor manera las perturbaciones. Se debe enfatizar que las restricciones
impuestas por este modelo multivariado permite, entre otros beneficios:
1) disminuir el nimero de pardmetros sujetos a estudio y asegurar que las
varianzas condicionales estimadas sean positivas; 2) considerar los efectos
de la volatilidad y de los choques de los otros mercados sobre la volatilidad
condicionada de un mercado; 3) que la matriz de correlaciones pueda variar
sobre el tiempo; y 4) capturar los efectos de la influencia de las varianzas
rezagadas de los otros mercados del sistema.

Tabla 4. Comparativo de estimadores de bondad de ajuste
para los modelos estimados

MODELO MULTIVARIADO NORMAL MODELO MULTIVARIADO T-STUDENT
Criterio Modelo ARCH(1) GARCH (1,1) TARCH(1,1) | ARCH(I) GARCH (1,1) TARCH(1,1)
DVECH -9,818.23 -9,984.26 -9,830.37 -9,830.37 -9,904.77 -9,758.62
LM DBEKK -9,901.09 -9,963.20 -9,809.71 -9,809.71 -9,868.28 -9,754.69
CCC -9,823.05 -9,823.05 -9,711.67 -9,711.67 -9,779.68 -9,679.25
DVECH 12.61 12.79 12.60 12.60 12.70 12.52
AIC DBEKK 12.70 12.77 12.58 12.58 12.66 12.51
CCC 12.60 12.61 12.46 12.46 12.56 12.43
Mejor Modelo DVECH CCC CCC CCC CCC CCC
(BA)

Fuente: elaboracion propia.
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Conclusiones

En el presente trabajo se ha realizado un comparativo de modelos multi-
variados GARCH aplicado a series de rendimientos accionarios de los tres
mercados bursatiles de China y el mercado bursatil de México durante el
periodo 2009 a 2014. Se encontré evidencia de que existen asimetrias en-
tre sus mercados de valores y que las correlaciones entre los cuatro merca-
dos son tendientes a cero (i. e., existe una débil transmision de volatilidad
entre los mercados). Sin embargo, a pesar de las diferencias de desarrollo
entre los tres mercados de China, en comparacion con el escaso desarrollo
del mercado mexicano, éste Gltimo ha mostrado tener mejores rendimientos
y el menor nivel de riesgo durante el periodo de estudio, lo cual puede ser
aprovechado para tener oportunidades de inversion, por ejemplo. Los resul-
tados mostrados indican que el modelo CCC es el que mejor comportamiento
y parsimonia demuestra en los activos financieros internacionales sujetos a
estudio.

Por tultimo, debe resaltarse que en la actualidad existen escasos o nu-
los estudios con respecto a la investigacién de mercados financieros entre
China y México. El estudio permite, también abrir temas de frontera para
continuar con el desarrollo a profundidad respecto del andlisis de dichos
mercados; los resultados permitiran aportar nuevos avances en la aplica-
cion de esta metodologia en la industria financiera. Por ejemplo, la aplica-
cion de nuevas metodologias permitiria nuevos patrones en la conducta de
empresas que evitarian, al corto plazo, ignorar su verdadero nivel de riesgo
y contar asi con mayores opciones para determinar criterios en la toma de
decisiones para asumir sus riesgos de mercado.
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Apéndice A

Promedios de crecimiento de los indices bursatiles de los mercados financieros
de México y China: 2009-2014 (anual)

Promedio anual de crecimiento Tasas de
del indice bursatil (puntos base) crecimiento (%)
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2009/2011 | 2012/2014
Shangai 2,740.46 2,828.52 2,666.92 2,220.14 2,197.04 2,233.84 2.7 0.6
Shenzhen 10,959.47 11,733.67 11,229.70 9,276.68 8,528.30 8,249.03 2.5 -11.1
Hang Seng | 20,469.50 22,376.89 20,287.82 21,208.41 |22,462.01 23,753.27 -0.9 12.0
IPC 25,354.39 33,323.97 35,915.60 39,747.02 | 41,968.72 42,586.85 41.7 7.1

Apéndice B

Fuente: elaboracion propia.

Pruebas ADF para series de rendimientos en diferencia de los mercados
de México y China

Variable Se incluye para el test de la ecuacion T-Statistic Prob.
intercepto -28.59119 <0.01
dshangai tendencia e intercepto -28.58248 <0.01
ninguna -28.60040 <0.01
intercepto -29.57221 <0.01
dshenzhen tendencia e intercepto -29.56265 <0.01
ninguna -29.58172 <0.01
intercepto -29.03482 <0.01
dhangseng tendencia e intercepto -29.02533 <0.01
ninguna -29.04423 <0.01
intercepto -28.18298 <0.01
dipc tendencia e intercepto -28.17611 <0.01
ninguna -28.19118 <0.01
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RESUMEN

Una cuestidon determinante para las finanzas de una empresa con pasi-
vos pensionales, corresponde a la estimacion de las reservas actuariales.
En este articulo se propone una estrategia para la estimacion de la reser-
va actuarial de una renta vitalicia, a una vida, considerando una dindmica
estocastica integrada con una estrategia de cobertura que garantiza un
valor futuro de la reserva mayor o igual al pago a realizar. El plantea-
miento tedrico es relevante, en la medida que permite disminuir el costo
de una renta vitalicia, con los beneficios sociales y fiscales que ello impli-
caria, al permitir una mayor cobertura de los sistemas de retiro.

Clasificacién JEL: C22, G22, H55.

Palabras clave: derivados financieros, reservas actuariales, sistemas
pensionales.

ABSTRACT

The estimation of the actuarial reserves is a pivotal point for the finances
of a firm with pension liabilities.

In this article a strategy is proposed for the estimation of the actuarial
reserve of a life annuity (for one life period), considering an stochastic
dynamic integrated with a hedging strategy that guarantees a future
value of the reserve greater or equal than the payment due. The theoretical
approach is relevant in so far as it allows to diminish the cost of the life
annuity, with the social and fiscal benefits that it would entail, by allowing
the retirement systems to have greater coverage.

JEL Classification: C22, G22, H55.

Key words: financial derivatives, actuarial reserves, pension systems.
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Introduccion

Para las compafiias de seguros, gobiernos y entidades publicas y privadas
con pasivos pensionales, el calculo de la reserva actuarial necesaria para
cubrir la totalidad de los pagos de una renta vitalicia es un tema fundamental
en la actualidad. La estimacidon del monto de dicha reserva afecta directa-
mente la estabilidad y cobertura de los sistemas pensionales y, por ende, la
calidad de vida de los involucrados. Un desequilibrio en el sistema pensional
ademas de generar un efecto directo en la calidad de vida de los pensionados
y sus familias, afecta la sostenibilidad de las entidades con obligaciones pen-
sionales, con probables desequilibrios sistémicos en la economia (Grinols y
Turnovsky, 1993; Schmedders,1998).

En la ciencia actuarial tradicional se plantea el calculo de dichas reser-
vas como la suma de los valores presentes esperados de los pagos posibles
(Bowers et al., 1997). En este calculo intervienen factores como la probabi-
lidad de vivir de los individuos, la inflacién, las edades, el monto del pago
y la tasa de interés de descuento denominada “tasa de interés técnico”. Sin
embargo, hasta ahora no se incluye en el analisis una estructura estocastica
del portafolio, en el cual estd invertida dicha reserva, ya que supone, usual-
mente, un mundo determinista.

Las metodologias de administracién de portafolios incluyendo deriva-
dos financieros para estructurar coberturas han sido ampliamente inves-
tigadas. Especialmente desde el surgimiento del modelo de Black-Scholes
(1973) y Merton (1973), tales estrategias son comunes en los mercados fi-
nancieros, tanto de renta variable, Jarrow y Turnbull (1999), como de renta
fija, Jarrow (2002). Estrategias de ese tipo también han sido aplicadas en el
contexto de los mercados de “commodities”; por ejemplo para el caso de la
energia eléctrica, Nassakkala y Keppo (2005).

Asimismo, diversas investigaciones han abordado el estudio de fenéme-
nos financieros, considerando la dindmica estocastica para la modelacién
de variables y precios de derivados financieros. Algunos de los trabajos con
este tipo de enfoque son Black y Scholes (1973), Merton (1973), Cox y Ross
(1976), Cox et al. (1985a) y (1985b), Vasicek (1977), Hull y White (1990) y
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(1993), Black et al. (1990) y Heath et al. (1992). Los avances en el campo de
los derivados financieros han impulsado el desarrollo de los mercados de
capitales y han mejorado la gestion de los riesgos financieros.

En esta investigacion se desarrolla un modelo estocastico util para es-
timar la reserva actuarial de una renta vitalicia a una vida, a partir de una
estrategia de cobertura que garantiza un valor futuro de la reserva mayor o
igual al pago a realizar. La alternativa estructurada permite reducir el costo
de larenta vitalicia a través de una gestién dinamica del portafolio en el cual
estd invertida la reserva. Después de esta introduccion, en la Seccién 1, se
presenta el modelo; en la Seccién 2 se muestra una aplicacién, y finalmente
se exponen algunas conclusiones.

1. El modelo

1.1 Pago de una renta como una combinacion de opciones

Sea V; el valor del fondo necesario para soportar el pago futuro Dr, que se
realizara siempre y cuando la persona de edad ¢ sobreviva por lo menos
T — t afios mas. Por lo tanto el valor de dicho fondo corresponde al valor
presente actuarial:

Ve = DT((T—t)p¢)e_T(T_t)

donde r es la tasa de interés técnica utilizada para el calculo actuarial y
(T-t)P¢ es la probabilidad de que una persona de edad ¢ sobreviva por lo
menos T — t afios mas. Se supone que V; es conducido por la siguiente Ecua-
cion Diferencial Estocastica (EDE):

dV, = p,Vidt + o,V dW,.

Sea St = Vr — Dy. Si Vy < D7, entonces se incumple con el pago, por lo
menos parcialmente, y no hay ningtn tipo de excedente en el portafolio que
respalda la renta vitalicia, es decir, ST = 0. Si V; > D, entonces se cumple
con el pago. En consecuencia se sigue que:

ST = maX(VT - DT' 0)
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Con base en las ecuaciones de Black y Scholes (1973) y Merton (1973),
y suponiendo que los agentes necesitan un incentivo para invertir en una
reserva para una renta vitalicia (bajo el supuesto de neutralidad al riesgo),2
se tiene que:

Se =V, ®(dy) — Dre ™ T-Dd(d,)
donde:

Ln (DL;) + (/1,, + %03) (T-1)

o, NT —t

d1:

d2=d1_0-v T—t

y ®(x) es la probabilidad de que una variable normalmente distribuida
con media cero y desviaciéon estandar uno sea menor que x. A partir de
V. = Dy (T_tpd,)e_r(T_t), se tiene que

. Ln(r-pge ") + (1, + %03) (T—10)
e o, NT —t

Si Vr < Dr, el faltante estd dado por Fr = Dr — Vr. En caso contrario el
faltante sera cero (Fr = 0). Por lo tanto, se tiene que

FT = maX(DT - VT' 0)

y que

F, = Dre #T=Dd(—d,) — V,®(—d,)

2 Véase al respecto Venegas-Martinez, F. (2008).
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con

Ln(T_tp¢e‘T(T‘t)) + (u,, + %05) (T—-1)
B o,NT —t

1
d2=d1—0',, T—t

Como el pagador de la obligacién debe cubrir con sus propios recursos
el posible faltante o bien quedarse con el posible excedente, entonces se
tiene una opcién call en posicién larga y una opcién put en posicién corta,
ambas con subyacente V; y precio de ejercicio D7. Por lo tanto, el valor del
portafolio de opciones en el tiempo ¢ satisface por la condiciéon de paridad
put-call:

S; — Fy =V, — Dpe o (T=0

La ganancia obtenida sera la diferencia entre V; y el pago D7 a realizar
descontado a una tasa de rentabilidad igual al parametro de tendencia de la
EDE que describe el cambio en V;.

1.2 Calculo de probabilidad de incumplimiento del pago Dy

Siguiendo a Merton (1974), es posible calcular la probabilidad de incumplir
total o parcialmente con el pago Dr, con base en lo siguiente
Se sabe que:

St = e_””(T_t)f Stfve, VIV dv

= e_MU(T_t)E[VT{U>DT}|Vt] - DTe_uu(T_t) ]P){VT > DT |Vt}

donde fy,v,(VIV;) es la funcién de densidad de probabilidad de V7, condi-
cional al valor inicial V,. Como S, = V,®(d;) — Dre **T=9d(d,), entonces:

]P{VT > DT|Vt} = q’(dz)
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Por lo tanto la probabilidad de incumplimiento sera:
P{Vr < Dr|V} =1 —@(dy)
donde
Ln(T tPp€ —r(r- t)) + (.“v +5 ! 2) (T-1)
dz = — Oy T—t

o,NT —t

Si la probabilidad de incumplimiento es inaceptable para el administra-
dor de la renta vitalicia, la opcién put en posicién corta que resulta de la
descomposicion realizada en la seccién 1.1 puede ser anulada a través de
una cobertura dindmica como se expone a continuacion.

1.3 Cobertura dinamica de los déficits de reserva

Para determinar el monto de la reserva constituida debe verse a la obliga-
cion como la combinacién de una opcioén call en posicién larga con una put
en posicién corta. En ese sentido, una cobertura dindmica correspondera a
encontrar un portafolio 6ptimo en el cual el riesgo de mercado sea elimina-
do cuando Vi < Dy. Se considera el portafolio II; conformado por w; unida-
des de posiciones cortas en la reserva V; y w, opciones put (F;) en posicion
corta.

[, = —wyVy —wyFy

El cambio en el valor del portafolio esta dado por

dHt = _Wlth - WzdFt

El Lema de Ito proporciona la EDE que describe el cambio en F;.

ar = (95 98 4t VaZF at+ 25 o vaw
e =\ac ot e TR0 Gy v, Tv e

Volumen 5, ntimero 2, julio - diciembre, 2015, pp. 211-224 217



JBstocdsticas

FINANZAS Y RIESGO

Reemplazando dV, y dF; en dIl; se obtiene:

F
)athth

JoF
dl_[t = <_W1 — Wy E) ,letht + <_W1 — Wy * th

oF 1 0°F
— Wy E-FEO'VVta—VtZ dt

Para eliminar el riesgo de mercado, si se hace W, = 1, es necesario que
—w; = ,ycomo F, = Dpe " (T=0¢(—d,) — V,®(—d;), entonces

oF _ 1+ ®(d
57 = (d)

Por lo tanto,

in (8) 1+ 3od) 0

W1=1_CD T
o, NT — ¢

Es decir, por cada opcidon put en posicion corta contenida en el portafolio
(o en forma equivalente, por cada obligacién de pagar Dt en el tiempo T), en
el instante t se debe tener en posicion corta, un porcentaje sobre la reserva
V; igual a 1 — ®(d,). De no ser posible tal posicion, se utilizara un activo
Z tal que Corr(V;, Z;) = 1. La estrategia anterior constituye una cobertura
delta para una opcién put en posicion corta.

El riesgo que se asume en una sucesion de pagos Dr,con T = 1,2,3, ..., n,
es equivalente a tener un portafolio conformado por opciones call en posiciéon
larga sin costo alguno, cuya valuacién individual viene dada simultdneamente
por las siguientes dos ecuaciones, ya expuestas en la secciéon anterior

S, = V,®(d;) — Dre " T-Dd(d,)
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S = e_#v(T_t)E[VT{v>DT}|Vt] — Dre M(T=OP{V, > Dy |V}
De lo anterior se deduce que
Ved(dy) = e M T OE [Vrgysppo| V]

Es decir, el valor esperado condicional de la reserva para el vencimiento
T, viene dado por:

E [VT{v>DT} | Vt] = th)(dl)euu*(T—t)

Por lo que la reserva actuarial necesaria para soportar el pago Dy,
sera:

Vit = DT+1(T+1—tp¢)e_T*(T+1_t) - E[VT{v>DT}|Vt]

= DT+1(T+1—tpq§)e_r*(T+1_t) — V,&(d,)etrTD

2. Aplicacién del modelo

Se considera una poblacion cuya tabla de mortalidad se muestra en el Ane-
xo 1. Para esta aplicacion se supone una tasa de interés técnico r = 4.5%. Si
lainflacién anual proyectada es 3.5% y los pagos a realizar a una persona de
62 afios de edad crecen anualmente en un porcentaje igual, siendo el primer
pago correspondiente a $7,000 USD, entonces un calculo actuarial tradicio-
nal arroja un valor de reserva actuarial de $123,043 USD. Si se supone que la
EDE que conduce las reservas pensionales de dicha poblacidn es:

th = [,lthdt + O-UthWL'
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donde p, = 4.5% y 0, = 7% y la parte de la obligacion correspondiente a las
opciones put en posicidn corta es gestionada mediante una cobertura delta,
entonces el excedente esperado en cada periodo, E[Vr>p,3|Ve| = Dr puede
ser considerado parte de la reserva necesaria para el siguiente periodo Vr, 4
, tal como se expuso en la seccion 1.3. Esta gestion dindmica del portafolio
conduce a una reserva actuarial de $82,464 USD, lo que corresponde a una
disminucion de 33% con respecto al calculo actuarial tradicional. Los calcu-
los detallados se presentan en el Cuadro 1.

Cuadro 1. Detalle del calculo de la reserva actuarial

T-t DT tPx |Trad.V d1 d2 PUT Delta Hedging CALL E(VT|Vt) | New Vt
(short) (long)

1| 7,000 | 0.990803 | 6,630 | -0.096995 -0.166995 218.373339 | -0.538635 |-3,571.384622 | 156.826310 | 3,200 | 6,630
2 | 7,245 | 0.980620 | 6,493 | -0.148189 | -0.247184 328.060640 | -0.558903 |-3,629.020629 | 199.738983 | 3,134 | 3,293
3 | 7,499 | 0.969385| 6,351 | -0.195830 | -0.317074 422.328578 | -0.577628 |-3,668.546272 | 221.752329 | 3,070 | 3,217
4 7,76 | 0.957033 | 6,204 | -0.243694 | -0.383694 510.506904 | -0.596266 |-3,699.245932 | 231.972602 | 2,999 | 3,134
5 | 8,033 | 0.943496 | 6,052 | -0.293327 | -0.449852 596.507762 | -0.615364 |-3,724.048932 | 234.080391 | 2,915 | 3,053
6 | 8314 | 0.928708 | 5,894 | -0.345615 -0.517079 682.568934 | -0.635184 |-3,743.855275 | 230.109981 | 2,817 | 2,979
7 | 8,605 | 0.912604 | 5,731 | -0.401201 -0.586403 770.226898 | -0.655864 |-3,758.662362 | 221.407265 | 2,702 | 2,914
8 | 8,906 | 0.895120 | 5,562 | -0.460615 -0.658605 860.657307 | -0.677462 |-3,767.915550 | 208.990613 | 2,571 | 2,859
9 | 9,218 | 0.876200 | 5,387 | -0.524338 -0.734338 954.826716 | -0.699978 |-3,770.677020 | 193.707994 | 2,423 | 2,816
10 | 9,540 | 0.855788 | 5,206 | -0.592849 | -0.814208 | 1,053.574191 | -0.723359 |-3,765.725305 | 176.310018 | 2,259 | 2,783
11 | 9,874 | 0.833840 | 5,019 | -0.666616 | -0.898780 | 1,157.620886 | -0.747491 |-3,751.582710 | 157.498395 | 2,079 | 2,760
12 110,220 | 0.810320 | 4,826 | -0.746129 | -0.988616 | 1,267.591178 | -0.772205 |-3,726.592481 | 137.936977 | 1,886 | 2,747
13 110,577 | 0.785203 | 4,627 | -0.831904 | -1.084292 | 1,384.006341 | -0.797268 |-3,688.981166 | 118.255574 | 1,684 | 2,741
14 110,948 | 0.758481 | 4,422 | -0.924485 | -1.186401 | 1,507.258091 | -0.822383 |-3,636.938582 99.045895 | 1,475 | 2,739
15 | 11,331 | 0.730163 | 4,212 | -1.024451 -1.295559 | 1,637.585139 | -0.847189 |-3,568.733446 80.846114 | 1,264 | 2,738
16 | 11,727 | 0.700277 | 3,997 | -1.132425 | -1.412425 | 1,775.045771 | -0.871272 |-3,482.852375 64.120795 | 1,057 | 2,733
17 112,138 | 0.668875 | 3,778 | -1.249084 | -1.537701 | 1,919.489317 | -0.894183 |-3,378.157959 49.239071 859 | 2,721
18 12,563 | 0.636038 | 3,555 | -1.375145 | -1.672130 | 2,070.507031 | -0.915457 |-3,254.065058 36.456554 676 | 2,695
19 113,002 | 0.601874 | 3,328 | -1.511384 | -1.816507 | 2,227.422164 | -0.934655 |-3,110.706177 25.897285 511 | 2,653
20 |13,458 | 0.566522 | 3,100 | -1.658649 | -1.971699 | 2,389.285592 | -0.951407 |-2,949.053600 17.547597 370 | 2,588
21 113,929 | 0.530158 | 2,870 | -1.817848 | -2.138628 | 2,554.861938 | -0.965456 |-2,770.989478 11.264494 255 | 2,500
22 |14,416 | 0.492991 | 2,641 | -1.989970 | -2.318299 |2,722.671265 | -0.976703 |-2,579.259365 6.796138 166 | 2,386
23 14,921 | 0.455265 | 2,413 | -2.176076 | -2.511784 | 2,891.015618 | -0.985225 |-2,377.334785 3.817790 100 | 2,247
24 115,443 | 0.417258 | 2,188 | -2.377322 | -2.720250 | 3,058.054715 | -0.991281 |-2,169.146561 1.975135 56 | 2,088

25 15,983 | 0379277 | 1,968 | -2.594964 | -2.944964 | 3,221.869710 | -0.995270 |-1,958.767827 0.929023 29 | 1,912
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26 [16,543 | 0.341658 1,754 | -2.830360 -3.187291 | 3,380.522839 | -0.997675 |-1,750.102232 0.391344 13 1,726
27 |17,122 | 0.304755 1,548 | -3.084967 -3.448698 | 3,532.116886 | -0.998982 |-1,546.635081 0.145057 5 | 1,535
28 |17,721 | 0.268930 1,352 | -3.360389 -3.730794 | 3,674.862451 -0.999611 |-1,351.282240 0.046341 2 1,346
29 [18,341 | 0.234545 1,167 | -3.658356 -4.035317 | 3,807.104725 | -0.999873 |-1,166.390375 0.012454 1 [1,165
30 (18,983 | 0.201949 994 | -3.980745 -4.364151 | 3,927.368358 | -0.999966 -993.795913 0.002736 0 993
31 {19,648 | 0.171466 835 | -4.329570 -4.719314 | 4,034.393631 -0.999993 -834.914052 0.000475 0 835
32 {20335 | 0.143374 | 691 | -4707059 | -5.103039 | 4,127.206533 | -0.999999 | -690.770851 |  0.000063 0| 691
33 [21,047 | 0.117899 | 562 | -5.115579 | -5.517699 | 4,205.136008 | -1.000000 | -562.048052 | 0.000006 0| s62
34 |21,784 | 0095199 | 449 | 5557753 | -5.965920 | 4,267.880637 | -1.000000 | -449.044954 | 0.000000 0| 449
35 (22,546 | 0075312 351 | -6.037710 | -6451836 | 4315702508 | -1.000000 | -351.494399 | 0.000000 0| 351
36 (23,335 | 0058199 | 269 | -6.561142 | -6.981142 | 4,349.227929 | -1.000000 | -268.764559 | 0000000 0| 269
37 |24,152 | 0.043795 200 | -7.133940 -7.559733 | 4,369.193750 | -1.000000 -200.113061 0.000000 0 200
38 (24,997 | 0.031981 145 | -7.762291 -8.193800 | 4,376.541814 | -1.000000 -144.592594 0.000000 0 145
39 (25,872 | 0.022580 101 -8.452766 -8.889916 | 4,372.457367 | -1.000000 -101.012500 0.000000 0 101
40 {26,778 | 0.015352 68 | -9.212420 -9.655139 | 4,358.355335 | -1.000000 -67.952502 0.000000 0 68
41 {27,715 | 0.010005 44 |-10.049077 |-10.497296 | 4,335.823101 -1.000000 -43.819915 0.000000 0 44
42 28,685 | 0.006221 27 |-10.970942 | -11.424594 | 4,306.513361 -1.000000 -26.956802 0.000000 0 27
43 {29,689 | 0.003668 16 |-11.988216 |-12.447237 | 4,272.057772 | -1.000000 -15.726322 0.000000 0 16
44 {30,728 | 0.002038 9 |-13.111554 | -13.575881 | 4,233.933886 | -1.000000 -8.645787 0.000000 0 9
45 (31,803 | 0.001059 4 |-14.353683 | -14.823257 | 4,193.406035 | -1.000000 -4.445791 0.000000 0 4
46 (32,917 | 0.000511 2 |-15.728398 | -16.203161 | 4,151.474785 | -1.000000 -2.120743 0.000000 0 2
47 {34,069 | 0.000225 1 |-17.260860 |-17.740756 | 4,108.880317 | -1.000000 -0.925489 0.000000 0 1
48 |35,261 | 0.000090 0 |-18.959323 | -19.444298 | 4,066.110541 -1.000000 -0.367199 0.000000 0 0

Fuente: Elaboracion propia.

Conclusiones

En este trabajo se propone un planteamiento teérico parala estimacién de la
reserva actuarial de una renta vitalicia, a una vida, considerando la dindmi-
ca estocastica del portafolio en el cual esta invertida; ademas se estructura
una estrategia de cobertura que impacta de manera directa dicha estima-
cion. La estrategia es relevante en la medida que permite disminuir el costo
de una renta vitalicia, con los beneficios sociales y fiscales que ello implica,
al permitir una mayor cobertura de los sistemas de retiro. Futuras investi-
gaciones podrian estar orientadas al analisis de las condiciones regulatorias
y de mercado, necesarias para implementar lo planteado en este articulo.
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Anexo 1
Tabla de mortalidad

X 1(x) X 1(x) X 1(x)
15 1,000,000 53 947,843 91 210,391
16 999,515 54 943,766 92 181,152
17 999,019 55 939,348 93 153,808
18 998,510 56 934,604 94 128,609
19 997,988 57 929,498 95 105,758
20 997,451 58 923,991 96 85,395
21 996,898 59 918,039 97 67,556
22 996,327 60 911,595 98 52,206
23 995,736 61 904,607 99 39,285
24 995,124 62 897,019 100 28,688
25 994,488 63 888,769 101 20,255
26 993,826 64 879,635 102 13,771
27 993,136 65 869,557 103 8,975
28 992,415 66 858,477 104 5,580
29 991,660 67 846,334 105 3,290
30 990,868 68 833,069 106 1,828
31 990,036 69 818,623 107 950
32 989,159 70 802,940 108 458
33 988,233 71 785,968 109 202
34 987,254 72 767,658 110 81
35 986,216 73 747,970

36 985,114 74 726,872

37 983,942 75 704,342

38 982,693 76 680,372

39 981,360 77 654,970

40 979,936 78 628,162

41 978,411 79 599,994

42 976,776 80 570,538

43 975,021 81 539,892

44 973,135 82 508,181

45 971,105 83 475,562

46 968,919 84 442,222

47 966,561 85 408,381

48 964,017 86 374,288

49 961,269 87 340,219

50 958,298 88 306,474

51 955,085 89 273,371

52 951,608 90 241,235
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