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P R E S E N T A C I O N

Las ciencias sociales y dentro de ellas las finanzas se han beneficia-
do de metodologías creadas en otras disciplinas, por ejemplo, la 
física, para explicar fenómenos complejos. Algunas de estas herra-

mientas son los algoritmos de tipo heurístico o estocástico que fueron desa-
rrollados para resolver problemas de optimización cuando no existen ecua-
ciones eficientes para ello, debido a la complejidad o al gran número de las 
operaciones requeridas para analizar las problemáticas tratadas, o en casos 
en donde se presentan objetivos múltiples. Los algoritmos heurísticos no ne-
cesariamente encuentran una solución óptima, pero sí son capaces de generar 
buenas soluciones, entendiendo por esto soluciones muy cercanas al óptimo.

En este número, dentro del marco de la administración de riesgos se pre-
senta un ejemplo de métodos heurísticos aplicados a las ciencias sociales, y 
para el proceso de toma de decisiones en economía y finanzas se ofrecen dos 
modelos estocásticos, y un modelo probabilístico.

En el primer trabajo, Eric Alfredo Rincón García y Luis Fernando Mag-
no Rico nos presentan su artículo Disminución del riesgo electoral mediante 
un algoritmo híbrido, basado en técnicas heurísticas, capaz de generar zonas 
electorales que cumplan con criterios preestablecidos para garantizar proce-
sos electorales democráticos.

En Decisiones óptimas de consumo y portafolio con una restricción proba-
bilista sobre la riqueza final: difusiones con saltos y horizonte finito, Francisco 
Venegas-Martínez, Abigail Rodríguez-Nava y Ambrosio Ortiz-Ramírez desa-
rrollan un modelo para una economía estocástica con mercados incompletos. 
El modelo es útil para analizar el proceso de toma de decisiones en un am-
biente de incertidumbre, y tiene como objetivo optimizar la regla de consumo 
y las proporciones de la riqueza que el individuo debe asignar a cada uno de 
los activos disponibles en la economía. 
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El tercer artículo Estimation of Alpha in Defined Benefit Pension Funds 
with a t-Student O-GARCH Matrix. A �est in Pensiones Ci�iles del Estado de Mi-A �est in Pensiones Ci�iles del Estado de Mi-
choacán, Oscar V. De la Torre Torres, evalúa la utilidad de un proceso de admi-
nistración activa de portafolios de inversión empleando una matriz de cova-
rianzas GARCH ortogonal, y concluye que para el caso del Fondo de Pensiones 
Civiles del Estado de Michoacán el manejo activo de la cartera de inversión es 
la opción más conveniente. 

Por último, en su artículo Aplicación del modelo Weibull en el análisis de 
e�entos críticos en precios bursátiles, Juan de la Cruz Mejía Téllez, aplica el 
modelo Weibull, ya que éste se ajusta a la distribución del tiempo en el cual 
ocurren dos eventos críticos consecutivos, utilizando para esto los precios de 
las acciones de CEMEX.

Esperamos que estos trabajos representen un estímulo para continuar 
estudiando los temas aquí tratados y ofrezcan ideas que contribuyan a enri-
quecer la investigación en las áreas de finanzas y riesgos.

Para nosotros siempre será importante mencionar que esta publicación 
ha llegado a su tercer año gracias a la colaboración de la comunidad espe-
cializada que aceptó la invitación para participar en el esfuerzo de difundir 
y promover la investigación en las disciplinas objeto de esta revista, por ello, 
les agradecemos el interés mostrado en este proyecto y les reiteramos nues-
tra invitación para continuar formando parte del espacio de colaboración que 
representa esta publicación.

Por último, deseamos comunicar que a partir del volumen 2, número 2 
se usó la notación volumen en lugar de año, siguiendo los estándares inter-
nacionales, y cada volumen incluirá dos números semestrales, tal y como se 
ha venido haciendo.

Comité Editorial
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Resumen

El diseño de zonas electorales es un problema difícil de resolver que ha 
sido estudiado tanto por su complejidad computacional como por su 
influencia en los resultados de los procesos electorales. Para promover 
procesos democráticos se han establecido diferentes criterios que deben 
satisfacerse como son el equilibrio poblacional, la conexidad y la com-
pacidad geométrica. En este artículo se propone un algoritmo, basado 
en técnicas heurísticas, capaz de generar zonas electorales que cumplen 
con estos criterios. Esta propuesta fue aplicada en el Estado de México, y 
los resultados obtenidos muestran que el algoritmo favorece la creación 
de zonas de alta calidad.

Clasificación JEL: C15, C44 y C63.

Palabras clave: Simulated annealing, Gerrymandering, Multiple criteria 
districting problems. 

Reduction of Electoral Risk by Means of a Hybrid Algorithm

Abstract

Redistricting is a complex problem in which democracy of the electoral 
processes is promoted by some constraints such as population balance, 
contiguity and compactness. In this paper we sol�e the problem by means 
of a no�el hybrid algorithm based in two heuristics techniques. �his algo-
rithm was applied in a real example in Estado de Mexico. The results show 
that the new algorithm fa�ors the creation of high quality districts.

JEL Classification: C15, C44, and C63.

Key words: Multiple criteria districting problems, Gerrymandering, Simu-
lated Annealing. 
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1. Introducción

El diseño de zonas ocurre cuando se deben agrupar unidades geográficas 
(UG), generalmente unidades administrativas, en un número predeter-

minado de zonas. Está presente en diferentes tareas geográficas y requiere 
tomar en cuenta múltiples objetivos, los cuales pueden estar en competencia 
o conflicto unos con otros, por lo que encontrar una solución capaz de satis-
facer de forma óptima cada uno de ellos puede resultar imposible.

El diseño de zonas aparece en diversas aplicaciones como son la creación 
de zonas escolares (DesJardins et al, 2006), territorios de ventas (Tavares-
Pereira et al, 2007), áreas de servicios y mantenimiento (Shortt et al, 2005) y 
uso de tierras (Shirabe, 2005). Sin embargo, el caso más conocido es el diseño 
de zonas electorales también llamado distritación política (Gutiérrez y Rin-
cón, 2009), que se ha analizado principalmente por su influencia en las elec-
ciones políticas. Se han propuesto diferentes normas que regulan la construc-
ción de las zonas y que buscan evitar la manipulación de las mismas a favor o 
en contra de algún partido, candidato o sector social. En México, en el 2004, 
el Instituto Federal Electoral (IFE) realizó un proceso de distritación para el 
ejercicio electoral llevado a cabo en el 2006. Durante esta etapa el IFE buscó 
consolidar la credibilidad que había logrado en los procesos de 1996. Para lo 
cual se contrataron a especialistas en distintas áreas como demografía, mo-
delos matemáticos, sistemas de información geográfica, computación, y se 
promovió la participación directa de representantes de los diferentes parti-
dos políticos. Uno de los resultados obtenidos fue la creación de un algoritmo 
basado en la técnica heurística recocido simulado (RS), que diseña las zonas 
electorales de forma automatizada considerando los criterios establecidos en 
el acuerdo del Consejo General del IFE CG-104-2004.

Sin embargo, la creación de nuevas técnicas heurísticas abre el camino 
para iniciar una investigación hacia la obtención de algoritmos capaces de 
mejorar la calidad de las zonas electorales obtenidas hasta el momento. La-
mentablemente la información necesaria para realizar un análisis profundo, 
incluso en sólo un estado, requeriría de un largo proceso, por lo cual fue nece-
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sario acotar el área de estudio. En este trabajo se propone el uso combinado 
de dos técnicas heurísticas para obtener diferentes planes de distritación con 
zonas de buena calidad, tomando en cuenta tres de los criterios considerados 
por el IFE: conexidad, compacidad geométrica y equilibrio poblacional, con-
siderados como imprescindibles en todo proceso político democrático. 

En la siguiente sección se describen algunos de los riesgos inherentes a 
todo proceso de distritación. En la sección 2 se indican las características más 
importantes que dificultan el diseño de zonas electorales. En la sección 3 se 
presentan el modelo y el algoritmo propuestos en este trabajo para promover 
la construcción de zonas con las características mencionadas en el párrafo an-
terior. En la sección 4 se describe la aplicación realizada y se analizan los re-
sultados obtenidos. Finalmente, en la sección 5 se presentan las conclusiones.

2. Riesgos en el proceso de distritación

Los riesgos de un proceso de distritación suelen asociarse a la falta de repre-
sentación de los ciudadanos, al violar el principio de un hombre un voto, y a 
la manipulación conocida como gerrymandering, que consiste en la alteración 
de los distritos para favorecer a un partido o candidato, dando como resulta-
do zonas con formas retorcidas. Sin embargo, las posibilidades de alteraciones 
de este tipo fueron minimizadas mediante la participación de grupos multi-
diciplinarios y de los partidos políticos, en el proceso de creación de los 300 
distritos electorales que fueron empleados en los ejercicios políticos del 2006 
y 2012. Los distritos obtenidos cumplían con las restricciones establecidas por 
el IFE, con lo cual se establecieron las bases para realizar un proceso democrá-
tico. Sin embargo, los efectos de un mal diseño van más allá de los resultados 
electorales, y en ese sentido aún queda mucho trabajo por realizar. Uno de los 
puntos que sobresale en la actual distritación es la formación de zonas que in-
cluyen diferentes etnias sin tomar en cuenta su identidad cultural y relaciones 
históricas, como ocurre en el estado de Chiapas (López, 2006). 

En estos casos resulta razonable suponer que el representante político 
de dicha zona no se identificará con todos los sectores sociales que la cons-
tituyen, y por lo tanto no concentrará su atención y energía de manera uni-
forme entre las diferentes áreas que forman su distrito electoral. Así, podría 
canalizar los recursos de manera parcial perjudicando a algunas regiones. Es 
claro que una historia semejante puede presentarse en todo el país, aunque 
con matices más sutiles, donde las diferencias pueden provenir no sólo de 
factores culturales sino partidistas, económicos, religiosos, etc. 
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De hecho, el “Diagnóstico sobre la vulnerabilidad político electoral de 
los programas sociales federales” realizado por el Proyecto de Protección de 
los Programas Sociales Federales (2006) reconoce que, entre las variables 
clave para la asignación del gasto gubernamental, se encuentra la geografía 
electoral. Los políticos en el poder distribuyen el gasto público dando mayor 
importancia a las coaliciones políticas existentes, y a ganar la preferencia de 
aquellos electores que no deciden aún su voto que a las necesidades reales 
de la población. Este comportamiento se retroalimenta cuando el electorado 
vota en respuesta al desempeño gubernamental, premiando o castigando al 
gobierno, o partido al que representa, por buenos o malos resultados. Esto 
significa que el gobierno, o representante político de una zona, se convierte 
en un jugador indirecto de las elecciones, que busca ser premiado por los 
electores. Nuevamente, la asignación política o partidista de los recursos 
puede poner en grave riesgo áreas de marginación elevada o con altos índi-
ces de pobreza.

Por lo anterior es necesario establecer modelos capaces de evitar, o al 
menos minimizar, la presencia de distritos con diferencias que puedan pro-
mover la marginación de algunos grupos sociales. Un acercamiento hacia la 
construcción de distritos socialmente ecuánimes consistió en la división en-
tre zonas urbanas y rurales tomada en cuenta por el IFE, pero los resultados 
aún requieren mejoras que implicarán agregar objetivos y restricciones al 
modelo del problema, con lo cual aumentará su complejidad computacional. 
Por lo tanto, eventualmente será necesario contar con herramientas capaces 
de construir zonas de mejor calidad. En este sentido, se toma como punto de 
partida el modelo propuesto por el IFE en el último proceso de distritación 
y se construye un algoritmo que genera mejores distritos que los obtenidos 
mediante la técnica de recocido simulado tradicional.

3. Complejidad

La búsqueda de zonas que contengan el mismo número de habitantes per-
mite que los electores tengan un voto con el mismo peso o igualdad en la 
elección. Las zonas electorales que tienen una gran variación en su población 
(condición referida como mala distribución) violan el principio “un hombre, 
un voto” central en toda democracia.

Por lo tanto, las zonas electorales deben ser rediseñadas periódicamente, 
debido a los cambios constantes en la población o en los límites administra-
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tivos. Por ejemplo, puede ser necesario rediseñar un área de votación si la 
población del área se ha expandido mucho y no es posible mantener un solo 
recinto de votación o, el área de votación ha perdido población y ya no es 
práctico seguir teniendo en función esa zona.

Sin embargo, rediseñar las zonas electorales es un problema especial-
mente difícil, debido al tamaño del espacio de soluciones. La dimensión de 
los problemas reales generalmente hace irrealizable cualquier tentativa de 
enumerar explícitamente todas las posibles soluciones. El número total de 
soluciones para dividir n unidades geográficas en k zonas está dado por el 
número de Stirling del segundo tipo:

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1, 1
! ! !

k
i n

i

kS n k k i
k k i i=

 
= − −  − 

∑  (3.1)

Para mostrar el crecimiento del espacio de soluciones en este caso, en la Ta-
bla 1 se muestra el número posible de planes de zonificación que podrían 
usarse para dividir un estado hipotético en dos zonas, así como el número de 
años que necesitaría una computadora capaz de realizar 2.5 x 1015 operacio-
nes por segundo para revisar todos los planes de zonificación en cada caso.

Aunado a lo anterior, se ha demostrado que el diseño de zonas es un proble-
ma NP-Duro (Gilbert et al, 1985). Por lo anterior, se ha recurrido a la imple-
mentación de algoritmos heurísticos que son considerados la mejor opción 
para producir soluciones de buena calidad en tiempos de cómputo razonable, 
y aunque no garantizan encontrar la solución óptima, normalmente se obtie-
ne una respuesta suficientemente buena. 

4. Diseño de zonas electorales

Como se mencionó anteriormente, en este trabajo se propone el diseño de 
zonas electorales tomando en cuenta los principios de equilibrio poblacional, 

 

Total de unidades 10 50 80 150 250

Numero de planes 511 5.6 x 1014 6.04 x 1023 7.13 x 1044 9 x 1074

Años requeridos 6.48 x 10-21 7.10 x 10-9 7.66 9.04 x 1021 1.14 x 1052

Tabla 1. Número posible de planes de zonificación.
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conexidad y compacidad geométrica. En esta sección se presenta un modelo 
que toma en cuenta estos principios para resolver el diseño de zonas como 
un problema de optimización, donde la función objetivo mide la calidad de 
las zonas generadas, en términos del equilibrio poblacional y la compacidad 
geométrica, mientras que la conexidad es garantizada por medio de restric-
ciones.

4.1. Función objetivo

La función objetivo será utilizada para evaluar la calidad de las soluciones en 
términos del equilibrio poblacional y la compacidad geométrica, para lo cual 
se utilizarán las siguientes medidas.

El equilibrio poblacional es un criterio, que busca garantizar el principio 
de “un hombre, un voto”, y es considerado el más importante del proceso de 
redistritación. Mediante el cumplimiento de este criterio se busca que los 
distritos electorales sean habitados por el mismo número de personas, para 
evitar la subrepresentación y la sobrerrepresentación. Ya que en la práctica 
es imposible que todos los distritos tengan el mismo número de habitantes 
en general se acepta cierto porcentaje de desviación con respecto al valor 
ideal. En este trabajo el equilibrio poblacional será medido con la fórmula 
usada por el Instituto Federal Electoral de México (IFE) en la redistritación 
que actualmente está vigente.

 ( )
2 2

1

100 1
( 300)

sT

s S a N T

PPC P
d P P n∈

   
= −   

  
∑  (4.1)

Donde P = {Z1, Z2,…, Zn}, es un plan de zonificación, PN es la población na-
cional, PT es la población de la entidad y PS es la población del distrito S, da es 
el porcentaje de desviación poblacional máxima aceptable para la entidad, y 

{ }1,2,3,...,S n=  es el número de distritos electorales que se deben generar 
en la entidad. El número total de distritos electorales que se deben generar 
en el país es 300.

De esta forma, mientras menor sea el valor obtenido en la ecuación (3.1), 
por una solución, mayor será el equilibrio poblacional entre las zonas. De 
hecho, se espera que cada una de las zonas propuestas como solución final 
tengan un valor en el intervalo [0,1], ya que valores mayores indicarían un 
desequilibrio muy alto. 
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La compacidad favorece la imagen estética de los planes de zonificación 
propuestos y la claridad en la delimitación de los distritos, pero en general no 
se considera que sea suficiente para evitar la manipulación conocida como 
gerrymandering. Sin embargo, al incorporarla dentro del proceso de distrita-
ción se aumenta la confianza en la realización de un trabajo sin sesgo. Se trata 
de un criterio que puede contribuir a minimizar la discusión y discrepancias 
entre los partidos políticos. Por lo tanto es una característica deseable pero 
su aporte radica principalmente en la imagen, por lo cual debe evitarse que 
interfiera en contra de otros criterios. Para medir la compacidad geométrica 
de cada zona existen muchas propuestas, pero ninguna de ellas es conside-
rada perfecta. Por este motivo, para la realización de este trabajo se buscó 
una medida de compacidad geométrica que requiriera de pocas operaciones 
algebraicas. Después de algunas pruebas se escogió una medida que compara 
el perímetro de cada zona con el perímetro de un cuadrado que contiene la 
misma área. 

 ( )2 1
2

1
4( )

s

s S
s

PCC P
AC∈

 
 = −
 
 

∑  (4.2)

Donde PCs y ACs son el perímetro y el área, respectivamente, de la zona s. Por 
lo tanto, un distrito geométricamente compacto será semejante a un cuadra-
do y tendrá un costo cercano a cero.

Finalmente, la función objetivo a minimizar es:

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2f P C P C Pα α= +  (4.3)

Donde α1, α2 son factores que miden la importancia relativa del equilibrio 
poblacional y la compacidad geométrica. De esta forma, la función objetivo 
guiará la búsqueda hacia planes de zonificación que promuevan el mayor ba-
lance entre equilibrio poblacional y compacidad geométrica. Además, la mi-
nimización estará sujeta a restricciones que garanticen (i) la conexidad de las 
zonas construidas, (ii) que el número de zonas sea n y (iii) que cada unidad 
geográfica pertenezca a exactamente una zona.

Es importante insistir en que este modelo incluye tres de las caracterís-
ticas más frecuentes e importantes en el diseño de zonas electorales. Sin em-
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bargo, el número de criterios considerados puede variar dependiendo de las 
leyes que regulen los procesos electorales, por ejemplo, en las elecciones fe-
derales del 2006, el modelo utilizado por el IFE incluía una lista mucho mayor 
de criterios, tan solo en la función objetivo se pueden observar dos compo-
nentes más que las consideradas en este trabajo, (IFE, 2004): 

1. Equilibrio demográfico en la determinación de los distritos partiendo de 
la premisa de que la diferencia de población de cada distrito, en relación 
con la media poblacional estatal sería lo más cercano a cero. 

2. Delimitación de los distritos procurando obtener la mayor compacidad, 
de tal forma que el perímetro de los distritos tenga una forma geométrica 
lo más cercana a un polígono regular. 

3. Los distritos se constituían preferentemente con municipios completos. 
4. Se procuraría optimizar los tiempos de traslado entre los recorridos al 

interior de los distritos, considerando su tamaño, su extensión y la distri-
bución geográfica de sus localidades.

En este punto es importante destacar, que los resultados obtenidos en este 
trabajo no serán comparables con la distritación propuesta por el IFE para las 
elecciones del 2006, ya que las funciones objetivo son distintas y por lo tan-
to, las soluciones propuestas buscarán el equilibrio entre criterios diferentes. 
Más aún, el objetivo de este trabajo no es competir con los distritos diseñados 
por el IFE, sino proponer una nueva técnica, eficiente y capaz de generar zo-
nas de alta calidad.

4.2 Recocido simulado

Para el proceso electoral realizado en México en el año 2006, el IFE realizó 
una distritación empleando un algoritmo basado en recocido simulado (RS). 
Este método es reconocido por producir soluciones de buena calidad, y por 
su capacidad para generar resultados que no dependen de la solución donde 
se inicie el proceso de búsqueda. Por lo tanto, se consideró una herramienta 
adecuada para garantizar imparcialidad en esta etapa del proceso electoral  
(D´Amico et al, 2002). 

RS es una de las heurísticas más conocidas, que por su simplicidad y 
buenos resultados en numerosos problemas, se ha convertido en una herra-
mienta muy popular, con aplicaciones en diferentes áreas de optimización. 
El concepto fue introducido en el campo de la optimización combinatoria a 
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inicios de la década de los 80 por Kirkpatrick (Kirkpatrick et al, 1983). Esta 
heurística, comienza con una solución, PA, y un factor llamado temperatura 
T. En cada iteración se genera de manera aleatoria una solución vecina, PB, 
si la nueva solución mejora el costo de la función objetivo con respecto a la 
solución actual, f(PB) < f(PA), PA es reemplazada. Cuando la nueva solución no 
mejora el valor de la función objetivo, se puede aceptar el cambio de la solu-
ción actual con cierta probabilidad dada por:

 
( ) ( )exp A Bf P f P

T
ρ

 − 
=  

 
 (4.4)

Conforme el algoritmo avanza, el valor de la temperatura disminuye median-
te un coeficiente de enfriamiento, 0 < α < 1, pero cada valor es mantenido es-
table durante E iteraciones, para permitir que el algoritmo explore distintas 
soluciones con la misma probabilidad de aceptación. Es importante destacar 
que la elección de los valores para α y E son de crucial importancia para la ob-
tención de buenos resultados. Si al factor α se le asigna un valor muy peque-
ño el algoritmo convergerá muy rápido y puede quedar atrapado en óptimos 
locales, si se le asigna un valor muy alto, el tiempo de cómputo será excesivo. 
Algo semejante ocurre con el número de iteraciones E, si son muy pocas el 
algoritmo no tendrá la oportunidad de explorar el espacio de soluciones de 
forma adecuada y difícilmente obtendrá soluciones de buena calidad, si son 
demasiadas el tiempo de cómputo será excesivo.

4.3 Reencadenamiento de trayectorias

La búsqueda continua de mejores soluciones en distintas área de investiga-
ción ha llevado a la creación de nuevos y más eficientes métodos heurísticos. 
En particular, existen propuestas, llamadas híbridas, las cuales se basan en la 
combinación de varias técnicas heurísticas que al trabajar en conjunto son 
capaces de producir mejores resultados que de manera independiente. Por 
lo anterior, se decidió mejorar las soluciones producidas por RS, mediante el 
reencadenamiento de trayectorias (RT). 

RT surgió como un proceso de integración de estrategias de intensifica-
ción y de diversificación en la búsqueda de soluciones de mejor calidad (Glo-
ver et al, 2000). Este proceso genera caminos entre soluciones, que han sido 
previamente visitadas, durante un proceso de búsqueda. Se basa en el hecho 
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de que entre dos soluciones se puede trazar un camino que las una, de modo 
que las soluciones en dicho camino contengan atributos de las soluciones ori-
ginales. Para generar los caminos es necesario seleccionar movimientos que 
cumplan los siguientes objetivos: empezando por una solución inicial, PA, los 
movimientos deben introducir progresivamente los atributos de la solución 
guía, PB, reduciendo la diferencia entre las dos soluciones. De esta forma, se 
crea una sucesión de soluciones que forman un camino desde PA hasta PB, PA = 
x(1), x(2), …, x(r) = PB. Los papeles de ambas soluciones son intercambiables, 
y cada solución puede moverse hacia la otra para generar diferentes caminos. 
Finalmente, se pueden evaluar los costos asociados a cada una de las solucio-
nes que forman el camino, y si alguna de ellas mejora el costo asociado a la 
solución inicial, esta última es reemplazada.

4.4 Algoritmo híbrido RS-RT

En este trabajo, se propone el uso de un algoritmo que utiliza RS para produ-
cir soluciones de buena calidad, y RT para combinar las mejores caracterís-
ticas de las soluciones obtenidas. Sin embargo, para mejorar la eficiencia del 
algoritmo es importante encontrar valores adecuados para α y E, parámetros 
necesarios en RS, y un número adecuado, de preferencia pequeño, de solu-
ciones para realizar el reencadenamiento de trayectorias, de tal forma que se 
garantice la calidad de las soluciones sin emplear tiempos de cómputo exce-
sivos.

Después de varias pruebas preliminares se determinó que en cada eje-
cución el algoritmo híbrido RS-RT debe producir 10 soluciones mediante RS, 
utilizando los valores α = 0.99 y E = 500. Dichas soluciones son posterior-
mente mejoradas utilizando la estrategia RT. Es importante mencionar que 
durante estos experimentos se observó que RS fue capaz de producir mejores 
soluciones al considerar los parámetros α = 0.99 y E = 1500. Sin embargo, el 
tiempo de cómputo necesario para combinarlo con RT fue considerado exce-
sivo.

5. Aplicación

El algoritmo propuesto fue aplicado al Estado de México, utilizando la in-
formación disponible en el 2006. El estado está formado por 835 unidades 
geográficas que deben ser utilizadas para formar 40 zonas (Fig. 1). Se utilizó 
un porcentaje de desviación poblacional máximo 15%sd =  de acuerdo con 
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lo estipulado por el IFE. Por último, se consideró una población estatal de 
2,487,367 habitantes, y una población nacional de 97,483,412.

5.1 Experimentos computacionales

Para determinar la eficiencia del algoritmo propuesto RS-RT se definió un 
conjunto L de factores de ponderación de tal forma que α1 = {0.9, 0.8, …, 0.2}, 
mientras que α2 = 1 - α1. El valor α1 = 0.1 no es reportado ya que los planes de 
zonificación encontrados por los algoritmos presentan zonas con una desvia-
ción poblacional mayor al 15% permitido, lo cual los convierte en soluciones 
inaceptables. Asimismo, para evitar que las pruebas se vieran afectadas por 
variabilidad de las soluciones finales, obtenidas dependiendo de los nú-
meros pseudoaleatorios generados durante el desempeño del algoritmo, 
inherente a todo método heurístico se realizaron 10 corridas de RS y RS-RT 
para cada factor de ponderación. 

Figura1. Unidades geográficas del Estado de México.

Fuente: Dirección de cartografía electoral. IFE.
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En la Tabla 2 se presentan los valores máximo, mínimo, promedio y des-
viación estándar, considerando la ecuación 3.3, obtenidos por el algoritmo 
híbrido en cada una de sus etapas para cada factor de ponderación. En todos 
los casos se observa que el valor promedio mejora después de aplicar la téc-
nica RT. 

Como se mencionó anteriormente, SA fue capaz de producir soluciones de 
muy buena calidad al utilizar los parámetros α = 0.99 y E = 1500, sin necesi-
dad de emplear RT. Por este motivo se decidió realizar 10 corridas para cada 
factor de ponderación, y comparar los resultados con el híbrido propuesto. 
En la Tabla 3 se presentan los valores máximo, mínimo, promedio y desvia-
ción estándar obtenidos por RS con estos parámetros y se comparan con los 
resultados producidos por RS-RT, nuevamente los valores reportados son 
considerando la ecuación 3.3. En este caso no se modificaron los parámetros 
del algoritmo híbrido RS-RT, por lo cual se reportan los mismos valores que 
en la Tabla 2.

Se aprecian que las soluciones generadas por RS-RT son de mejor cali-
dad, lo cual muestra las ventajas al combinar de forma adecuada dos técnicas 
heurísticas.

 

 Factor αi   RS (α = 0.99, E = 500)    RS-RT 

  Máximo Mínimo Promedio Desv. Estd. Máximo Mínimo Promedio Desv. Estd.

 0.9 94.45 89.82 91.91 1.86 87.00 81.35 84.76 1.96

 0.8 90.78 84.97 87.81 1.86 85.24 79.26 82.03 1.82

 0.7 85.96 81.00 83.96 1.56 82.48 78.19 80.06 1.76

 0.6 85.87 80.45 82.87 1.60 80.76 77.28 78.94 1.15

 0.5 83.81 78.24 80.91 1.75 79.96 76.94 78.27 1.12

 0.4 84.75 79.26 80.63 1.85 81.41 76.88 78.58 1.37

 0.3 81.75 78.87 80.06 0.934 78.86 75.29 77.29 1.14

 0.2 82.82 78.56 80.78 1.68 82.82 75.96 78.72 2.25

Tabla 2. Resultados obtenidos por RS y RS-RT, usando E=500.



20 Volumen 3, número 1, enero - junio 2013

Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

Es importante mencionar que el tiempo de cómputo requerido por RS-RT 
fue en promedio de 16 minutos para cada corrida, mientras que SA, con α = 
0.99 y E = 1500, sólo requirió de 4 minutos por ejecución. Sin embargo, se 
considera que el tiempo requerido es aceptable si se toma en cuenta que una 
distritación debe realizarse con meses de anticipación al proceso electoral.

6. Conclusiones

En este trabajo se propone un algoritmo híbrido RS-RT para el diseño de zo-
nas electorales, que combina las técnicas heurísticas RS y RT. Para poder eva-
luar la eficiencia del algoritmo propuesto se implementó en el Estado de Mé-
xico utilizando la información disponible hasta el 2006, año en que se diseñó 
la distritación electoral vigente en el país. Para evitar que la variabilidad de 
las soluciones finales afectara las conclusiones, se realizaron 10 corridas para 
diferentes factores de ponderación. Se observó que los resultados obtenidos 
por el algoritmo híbrido son de mejor calidad que los obtenidos cuando sólo 
se aplica RS, aún cuando RS fue ejecutado con parámetros que le permitían 
mejorar sus resultados. De esta forma se obtuvo un método que hereda las 
características de SA, por lo que las soluciones finales no dependen de las 
soluciones con las que se inicia el proceso de búsqueda, lo cual se traduce en 
el desarrollo de un proceso imparcial, pero capaz de producir resultados de 
mejor calidad. Lamentablemente, en este momento no se cuentan con las he-
rramientas necesarias para determinar la influencia de mejores planes de zo-

 

 Factor αi   RS (α = 0.99, E = 1500)   RS-RT

  Máx. Mín. Promedio Desv. Estd. Máx. Mín. Promedio Desv. Estd.

 0.9 95.50 87.62 90.56 2.02 87.00 81.35 84.76 1.96

 0.8 88.77 85.68 86.98 1.20 85.24 79.26 82.03 1.82

 0.7 84.29 80.93 82.67 1.22 82.48 78.19 80.06 1.76

 0.6 84.64 77.15 80.54 2.53 80.76 77.28 78.94 1.15

 0.5 82.16 77.00 79.99 1.59 79.96 76.94 78.27 1.12

 0.4 81.22 77.46 79.68 1.07 81.41 76.88 78.58 1.37

 0.3 81.93 77.14 79.13 1.65 78.86 75.29 77.29 1.14

 0.2 82.02 78.26 79.55 0.99 82.82 75.96 78.72 2.25

Tabla 3. Resultados obtenidos por RS y RS-RT, usando E=1,500.
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nificación en la distribución adecuada de los recursos públicos y programas 
sociales, y establecer objetivos o restricciones que ayuden a promover este 
tipo de equidad se encuentra más allá de los objetivos de este trabajo, pero se 
considera que las soluciones obtenidas por el algoritmo propuesto seguirán 
superando a los resultados obtenidos por recocido simulado tradicional aun-
que la complejidad del problema sea mayor.
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Resumen

La presente investigación desarrolla un modelo para una economía es-
tocástica con mercados incompletos, la cual está poblada por agentes 
racionales adversos al riesgo. El modelo es útil para analizar el proceso 
de toma de decisiones, en un ambiente de incertidumbre, de un consu-
midor-inversionista que desea integrar un portafolio en un horizonte de 
planeación finito, sujeto a dos restricciones: una de tipo presupuestal 
que considera saltos de Poisson en la dinámica del precio de un activo 
riesgoso y otra probabilista sobre la riqueza final. Asimismo, el trabajo 
determina la regla de consumo óptimo y las proporciones óptimas de la 
riqueza que el individuo debe asignar a cada uno de los activos disponi-
bles en la economía.

Clasificación JEL: C02, D11, D91 y D81.

Palabras clave: Modelos estocásticos, comportamiento del consumidor, deci-
siones intertemporales, y riesgo de mercado.

Optimal Consumption and Portfolio Decisions with a Probabilistic Restic-
tion over Final Wealth: Diffusion-jump Process within a Finite Horizon.

Abstract
�his paper is aimed at de�eloping a stochastic model for an economy 
with incomplete markets, which is populated by rational and risk-a�erse 
agents. The model is useful to analyze the process of decision making in an 
uncertain en�ironment, of a consumer-in�estor who wishes to integrate a 
portfolio within in a finite planning horizon, subject to two constraints: a 
budget constraint that considers Poisson type jumps in the price dynam-
ics of a risky asset, and a probabilistic constraint on final wealth. �his 
research also determines the optimal consumption rule and the optimal 
proportions of wealth the indi�idual must assign to each of the a�ailable 
assets in the economy.

JEL Classification: C02, D11, D91, and D81.

Keywords: Stochastic modeling, consumer beha�ior, intertemporal choice, and 
market risk.
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1. Introducción 

Una de las características notables en la dinámica de los mercados accio-
narios es que éstos, ocasionalmente presentan saltos bruscos e inespera-

dos, ya sea hacia arriba o hacia abajo, en los precios de los títulos y, por ende, 
en los índices bursátiles que conforman. De hecho, cualquier inversionista 
espera estar en un auge de magnitud excepcional y no estar en una caída 
abrupta. Esta investigación reconoce explícitamente en el proceso de toma de 
decisiones de consumo y portafolio de un consumidor-inversionista racional 
la existencia de saltos en los precios de los activos (títulos de capital) y una 
restricción probabilista sobre el nivel de la riqueza final. 

En vista de los saltos observados en los índices bursátiles a finales de 
2008 y a principios de 2009 en los mercados financieros de casi todo el mun-
do, y su secuela, que desencadenó una burbuja especulativa, es imprescindi-
ble modelar el comportamiento de los precios de los activos utilizando pro-
cesos estocásticos con saltos, así como incorporar en el proceso de toma de 
decisiones una restricción probabilista sobre la riqueza final de los agentes. 
Existe una extensa literatura sobre el modelado de saltos en los precios de los 
activos; véanse, por ejemplo: Cox y Ross (1976), Merton (1976), Ball y Torous 
(1985), Page y Sanders (1986), Cao (2001), Chandrasekhar Reddy Gukhal 
(2004) y Venegas-Martínez (2001), (2006a) y (2008b), entre otros. 

Aunque el problema de asignar proporciones de la riqueza a la tenencia 
de los diferentes activos disponibles en los mercados financieros ha sido es-
tudiado ampliamente, poca atención se ha puesto en este problema cuando 
ocurren saltos repentinos y extremos en los precios de los activos y cuando 
los inversionistas desean al final de su horizonte de planeación (finito en este 
caso) que su riqueza exceda un determinado umbral (nivel de subsistencia) 
con cierta probabilidad; usualmente alta. 

Esta investigación extiende el trabajo de Gavira-Durón y Venegas-Martí-
nez (2011) y Venegas-Martínez y López-Herrera (2013) al desarrollar un mo-
delo estocástico que analiza el proceso de toma de decisiones de un consumi-
dor-inversionista racional que desea integrar un portafolio en un ambiente 
de riesgo de mercado, en un horizonte de planeación finito, sujeto a dos res-
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tricciones: una de tipo presupuestal que incorpora saltos de Poisson en los 
precios de los activos y otra probabilista sobre la riqueza final. La inclusión 
de saltos en el comportamiento de los activos riesgosos y la consideración de 
un horizonte de planeación finito, introducen en el modelado del proceso de 
toma de decisiones de agentes racionales algunas dificultades: una de carác-
ter técnico en la determinación de las condiciones necesarias del problema 
de optimización correspondiente y otras sobre la unicidad de las soluciones 
por la presencia de mercados incompletos (ya que los saltos no son activos 
que negocien).

Esta investigación está organizada de la siguiente forma: en la sección 2 
se establecen las características de la economía bajo estudio; en la sección 3 
se plantea el problema de optimización del agente racional; en la sección 4 se 
resuelve el problema de optimización del agente bajo el supuesto de utilidad 
logarítmica; en la sección 5 se presentan las conclusiones. Por último, dos 
apéndices presentan los detalles de diversos resultados analíticos del pre-
sente trabajo. 

2. Características de la economía bajo estudio

Considere una economía que produce y consume un solo bien (el numerario) y 
que está poblada por un número finito de individuos idénticos en gustos y do-
taciones que toman decisiones en un horizonte finito, [0, ].T  La incertidum-
bre está representada por dos espacios de probabilidad: el primero, asociado 
con difusiones (pequeños movimientos que se observan todos los días en los 
precios de los activos), equipado con una filtración, [ ]0,( , , ( ) , )W tW Wt TF F ∈Ω p  so-
bre el cual está definido un movimiento browniano estándar, 

Ecuaciones a corregir de artículos en enviados 

Artículo: 

Decisiones óptimas de consumo y portafolio con una restricción probabilista sobre la riqueza 
final: difusiones con saltos y horizonte finito 

Ecuacion  pag. 3 

Dice: estándar, d  (0,d ),tW t   de tal forma que… 

Debe decir: estándar,            ,   de tal forma que… 

 

Artículo: 

The creation of Alpha in defined benefit pension funds with a t-Student O-GARCH matrix. A test 

in Pensiones Civiles del Estado de Michoacán from January 2002 to June 2011* 

 

Página 8 

Dice: 

…that the returns vector  of the ith asset is either  or , 

leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 

through two functions. If  the vector of parameters… 

Debe decir: 

…that the returns vector  of the ith asset is either    |     ̅        or    |     ̅          , 
leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 
through two functions. If    |     ̅         the vector of parameters… 

 

 

 

 

ir 2| ( , )I N 
ii i rr r 2| ( , , )I t gl

ii i rr r

1[ ,..., ] iX r r
2| ( , )I N 
ii i rr r

ir

1[ ,..., ] iX r r

 
de tal forma que

 E[d ] 0tW =

y

 Var[d ] d ,tW t=

y en el segundo espacio de probabilidad, asociado con los saltos, 
[ ]0,( , , ( ) , )N tN Nt TF F ∈Ω p , en el que está definido un proceso de Poisson d tN  con 

parámetro de intensidad ,φ  de tal forma que:
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 {un salto de longitud uno durante d } = {d = 1} = dN N tt N tφp p

y

 {más de un salto durante d } = {d  > 1} = (d ),N N tt N o tp p

así

 {ningún salto durante dt} = 1 d  + (d ),N t o tφ−p

donde (d )o t  es tal que (d )/d 0  cuando  d 0o t t t→ → . Observe que el 
tiempo medio esperado entre dos saltos está dado por 1 / .φ  Se puede tam-
bién mostrar fácilmente que E [d ] = Var [d ] = d .N t N tN N tφ

Todos los procesos estocásticos que se introduzcan en el análisis sub-
secuente se suponen adaptados a la filtración producto, ,t tW tNF F F≡ ×  en 
el espacio de probabilidad generado por W N≡ ⊗p p p  Asimismo, se supone 
que todas las igualdades que involucran procesos estocásticos se cumplen p
- casi seguramente (es decir, con probabilidad uno). En todo lo que sigue, se 
supone que todos los procesos están bien definidos, sin establecer explícita-
mente las condiciones de regularidad que así lo garanticen. 

Las posibilidades de inversión, en los mercados financieros de la econo-
mía en cuestión, están representadas por un bono de vencimiento instantá-
neo (el cual en automático es cupón cero), libre de riesgo de incumplimiento 
(emitido por agentes que siempre cumplen las obligaciones de pago adquiri-
das), y que paga una tasa de interés (anualizada) constante a todos los plazos 
y r  continuamente capitalizable . La tasa r  es real, es decir, los bonos pagan 
intereses en términos de bienes. Se supone que el precio del bono, ,tB  y el 
precio del activo riesgoso, ,tS  tienen las siguientes dinámicas:

 d d ,t trB B t=  (1)

y

 ( ),d d d dt t t tS S t W Nµ σ ν+= +  (2)
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donde µ  es el rendimiento medio anualizado de la acción, σ  es la desviación 
estándar de los rendimientos anualizados alrededor de µ  y ν  es el tamaño 
medio esperado del salto. Se supone además que los procesos d tW  y d tN  
son independientes entre sí, lo cual implica que 0)d,d(Cov =tt NW . 

La dinámica de los mercados completos (bajo condiciones de no arbitra-
je) implica la existencia de una densidad (no necesariamente única) de pre-
cios de estado, ,tξ  que satisface la siguiente ecuación diferencial estocástica:

 [ ]´(d d d d d ) ,t tt t r W Nt tλ νλ φξ ξ − −= − +  (3)

 donde 

 1( )rλ σ µ δ−≡ + −  y 2´ ( )rλ σ µ δ−≡ + −

son, respectivamente, el premio al riesgo y el premio al riesgo estandari-
zado de mercado. La razón de restar la media al proceso de Poisson en (3) es 
asegurar que (ecuacion) Xt 

 E [ ]d d ,t t N tN NX −=

esto asegura que tX  tenga media cero, en efecto E [ ]d d d d 0,t t N tN NX t tφ φ− −= = = 
E [ ]d d d d 0,t t N tN NX t tφ φ− −= = =  y en consecuencia tX  es una martingala. El pro-

ceso tξ  puede ser interpretado como el precio Arrow-Debreu por unidad de 
probabilidad p  de una unidad de un bien de consumo en el tiempo t . En este 
caso la solución de (3) está dada por:

 21

2
exp d d ln(1 ) d d

T T T T

T t s s
t t t t

r s W N sξ ξ λ λ ν ν φ
  = − − − + + +  
  

∫ ∫ ∫ ∫

Se puede mostrar que tξ  es una martingala (ver Apéndice 1).
Cada agente en la economía está dotado, al tiempo 0,t =  con una riqueza 

inicial 0a  y elige en cada instante la proporción de su riqueza, ,tθ que des-
tinará a la tenencia de la acción; la proporción complementaria 1 tθ−  será 



Volumen 3, número 1, enero - junio 2013 29

Decisiones óptimas de consumo y portafolio... Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

asignada al bono. En este caso, la dinámica del proceso de riqueza real del 
agente ta  está dada por (ver apéndice 2)

 
( )0

0 0 0
0 0

0 0
0 0

1 1d d

1 1d d , 0 ,

t t
t

u u u u u
t u u

t t

u u u u
u u

B a a B a r u B a W
B B B

B a N B c u t T
B B

θ µ σ θ

ο θ

= + − +

+ − ≤ ≤

∫ ∫

∫ ∫
 (4)

esta restricción, en términos de la densidad de precios de estado, es equi-
valente a

 
0 00

E d | .
T

t t T T tc t a F aξ ξ ξ + =  ∫  
(5)

Se supone que el consumidor representativo obtiene satisfacción por el con-
sumo del bien numerario. La utilidad esperada del tipo Von Neumann-Mor-
genstern, tV , al tiempo t  de un individuo representativo, adverso al riesgo y 
competitivo (tomador de precios) tiene la siguiente forma:

 E ( ) d ,
T s

t s tt
V u c e s Fρ− ≡   ∫

 
(6)

donde tc  es el consumo al tiempo t  y ρ  es la tasa subjetiva de descuen-
to. Así pues, el consumidor toma decisiones de consumo y portafolio de tal 
manera que se maximice su satisfacción total descontada. Es decir, el con-
sumidor desea determinar la regla de consumo y las proporciones de su ri-
queza que va a asignar, en cada instante, a los diferentes activos disponibles 
en la economía de tal forma que su satisfacción por el bien de consumo sea 
la máxima posible. Se supone que la función de utilidad ( )u ⋅  es dos veces 
continuamente diferenciable, estrictamente creciente, estrictamente cóncava 
y con ( )0limx u x→ ′ = ∞  y ( )lim 0x u x→∞ ′ = . Se impone la restricción de que 
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la riqueza del individuo representativo exceda un determinado umbral, ,a  de 
tal manera que

 ( ) 1 .Ta a β≥ = −p  (7)

3. Solución del problema del agente racional 

A continuación se plantea el problema de un consumidor representativo que 
maximiza utilidad, expresada en (6), por el bien de consumo en donde en 
lugar de utilizar la restricción (4) se utiliza su equivalente en función de la 
densidad de precios de estado ,tξ  dada en (5). Asimismo se impondrá la con-
dición (7) de que su riqueza exceda un determinado umbral, ,a  con cierta 
probabilidad. Así pues, considere el problema:

 ( ) 00
Maximizar E d |

T t
t

tc
u c e t Fρ− 

  ∫

 sujeto a.  0 00
E d | ,

T

t t T Tc t a F aξ ξ + =  ∫  0a  dado,

 { }0| 1 .Ta a F β≥ = −p

Observe que la última restricción se puede reescribir como:

 { } { }0 0| E ( )1 | =1 .
TT T T a aa a F a a Fξ β≥

 ≥ = − − p

En este caso se ha empleado el hecho de que 0 1.ξ =  El Lagrangeano, 

7 
 

  00
Maximizar E d |

T t
t

tc
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E d | ,

T

t t T Tc t a F a        0a   dado, 

             0| 1 .Ta a F   P  

Observe que la última restricción se puede reescribir como: 

                                          0 0| E ( )1 | =1 .
TT T T a aa a F a a F 

     P  

En este caso se ha empleado el hecho de que 0 1.   El Lagrangeano, ,  del problema 

de optimización está dado por:  

                    ( )
{ }( ) [ ( ) ( ) ( )]1

T

t T T
t t t T T T a au c e c u a e u a e a a        

       

donde   y   son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones y ( )  

es tal que se asegure que   1 .Ta a   P  Las condiciones de primer orden para una 

solución interior son: 

                                                              0 ' ( ) ,t
t t

t

u c e
c

 
  


 

lo cual conduce a  

                                                                         ( )t
t tc I e                                           (8) 

donde 1( ´) ,I u    y  

                                                            ( )0 ' ( ) ,T T
T

u a
c

 
  


 

lo cual implica que  

                                                                    ( )( )T
T Ta I e   .                                    (9) 

 

4. Problema de optimización con utilidad logarítmica  

A continuación se utiliza la siguiente forma funcional específica para la función de 

utilidad: 
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donde η  y γ  son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriccio-
nes y ( )βψ  es tal que se asegure que ( ) 1 .Ta a β≥ = −p  Las condiciones de 
primer orden para una solución interior son:

 

7 
 

  00
Maximizar E d |

T t
t

tc
u c e t F 

    

sujeto a        0 00
E d | ,

T

t t T Tc t a F a        0a   dado, 

             0| 1 .Ta a F   P  

Observe que la última restricción se puede reescribir como: 

                                          0 0| E ( )1 | =1 .
TT T T a aa a F a a F 

     P  

En este caso se ha empleado el hecho de que 0 1.   El Lagrangeano, ,  del problema 

de optimización está dado por:  

                    ( )
{ }( ) [ ( ) ( ) ( )]1

T

t T T
t t t T T T a au c e c u a e u a e a a        

       

donde   y   son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones y ( )  

es tal que se asegure que   1 .Ta a   P  Las condiciones de primer orden para una 

solución interior son: 

                                                              0 ' ( ) ,t
t t

t

u c e
c

 
  


 

lo cual conduce a  

                                                                         ( )t
t tc I e                                           (8) 

donde 1( ´) ,I u    y  

                                                            ( )0 ' ( ) ,T T
T

u a
c

 
  


 

lo cual implica que  

                                                                    ( )( )T
T Ta I e   .                                    (9) 

 

4. Problema de optimización con utilidad logarítmica  

A continuación se utiliza la siguiente forma funcional específica para la función de 

utilidad: 

 lo cual conduce a 

 ( )t
t tc I e ρηξ=  (8)

 donde 1( ´) ,I u −≡  y 

 

7 
 

  00
Maximizar E d |

T t
t

tc
u c e t F 

    

sujeto a        0 00
E d | ,

T

t t T Tc t a F a        0a   dado, 

             0| 1 .Ta a F   P  

Observe que la última restricción se puede reescribir como: 

                                          0 0| E ( )1 | =1 .
TT T T a aa a F a a F 

     P  

En este caso se ha empleado el hecho de que 0 1.   El Lagrangeano, ,  del problema 

de optimización está dado por:  

                    ( )
{ }( ) [ ( ) ( ) ( )]1

T

t T T
t t t T T T a au c e c u a e u a e a a        

       

donde   y   son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones y ( )  

es tal que se asegure que   1 .Ta a   P  Las condiciones de primer orden para una 

solución interior son: 

                                                              0 ' ( ) ,t
t t

t

u c e
c

 
  


 

lo cual conduce a  

                                                                         ( )t
t tc I e                                           (8) 

donde 1( ´) ,I u    y  

                                                            ( )0 ' ( ) ,T T
T

u a
c

 
  


 

lo cual implica que  

                                                                    ( )( )T
T Ta I e   .                                    (9) 

 

4. Problema de optimización con utilidad logarítmica  
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utilidad: 

 lo cual implica que 

 ( )( )T
T Ta I eβ ρηψ ξ= . (9)

4. Problema de optimización con utilidad logarítmica 

A continuación se utiliza la siguiente forma funcional específica para la fun-
ción de utilidad:

 ( ) ln( )t tu c c=

En este caso, la condición necesaria de optimalidad expresada en (8) conduce 
a: 
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 para toda [0, ]t T∈  y

 ( )

T

T
T

ea
ρ

βηψ ξ

−

= . (11)

En este caso, al sustituir (10) en (5), se sigue que

 

1 1 1 ( ) 1
00

1 1 ( ) 1 1 1 1

= E d | E d [ ] |

(1 ) [ ] ( )

T T t T
t t t t T T t tt

T T
t t t

a c t a F e t e F

e e A A c

ρ β ρ

ρ β ρ

ξ ξ ξ ξ η ψ η

ξ η ψ η ηξ

− − − − − −

− − − − − − − −

   + = +      
 = − + = = 

∫ ∫

 donde 1 ( )(1 ) ( / )T TA e eρ ρ βψ− − −= − + . Es decir, 

 .t tc Aa=  

En otras palabras, el consumo es proporcional a la riqueza, esto es, el con-
sumidor siempre consume la proporción A  de su riqueza real ta , indepen-
dientemente del nivel de esta última. Observe también que el multiplicador 

( )βψ  es tal que:

 { } { }0 0| | 1T Ta a F Fξ ξ β≥ = ≥ = −p p

 o equivalentemente

 { } { }0 0| | ,T Ta a F Fξ ξ β≤ = ≥ =p p

 donde

 ( )

Te
a

ρ

βξ
ψ η

−

= .
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 Así pues ( )βψ  satisface
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=

donde ξ  es tal que { }0|T Fξ ξ α≥ =p . Observe también que a partir de (10)

 .
t
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ρ

ξ
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 Por lo tanto,

 
t

t t
ea
A

ρ

ξ
η

−

=

 Es decir, 

 dln( ) dln( ) dt ta tξ ρ+ = −

Después de tomar esperanzas condicionales en la expresión anterior, se si-
gue que

 E[dln( ) | ] [E[dln( ) | ] d ]t t t ta F F tξ ρ= − + .

Ahora bien, en virtud de que [ ]´(d d d d d ) ,t tt t r W Nt tλ νλ φξ ξ − −= − +  se 
obtiene:

 21

2
) | ] ( ) ln( dE[dln( )t tt F r r tλφ λ λφ νλξ ξ − + +  

= + .

Si se iguala E[dln( ) | ]t ta F  con [E[dln( ) | ] d ]t tF tξ ρ− + , se tiene que
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 ( ) 2 2 21

2

1 ln( ) ( ) ln(
2

)t t t t tr r A a v r rθ µ δ θ σ φ θ λφ λ λφ νλξ+ + − − − + = − + ++
.

Al derivar la expresión anterior con respecto de tθ , se sigue que

 ( ) 2 0t
t

r φµ δ θ σ
θ

+ − − + = ,

lo cual implica que las componentes de difusión tienen que ser iguales, es decir,

 d dt t tW Wθ σ λ=

 esto implica que 

 2t
rµ δθ θ

σ
+ −

≡ =  . (12)

Por otro lado, al igualar las partes deterministas se tiene que 

 ( ) ´tr r A rθ µ δ ρ νλ φ+ + − − − = −  (13)

y si se sustituye (12) en (13), se obtiene el valor de A  de manera endó-
gena, el cual satisface

 
2

´ .rA µ δ λ νφ ρ
σ
+ − ≡ + − 

 

Asimismo, las partes de saltos conducen a la identidad

 ´,vθ νλ=
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 es decir, 

 2´ ( ),rθ λ σ µ δ−= = + − .

Este resultado coincide plenamente con (12) y determina la proporción de la 
riqueza real del individuo que éste asigna a la tenencia del activo riesgoso en 
un horizonte de planeación finito, sujeto a una restricción presupuestal y otra 
probabilista sobre el excedente de su riqueza final con respecto de un umbral 
predeterminado.

5. Conclusiones

En el proceso de integración de portafolios tradicional se consideran bonos 
libres de riesgo de incumplimiento (emitidos por un gobierno) y activos ries-
gosos, títulos de capital (emitidos por corporativos que cotizan en bolsas), en 
los modelos teóricos utilizados en este proceso no contemplan las recurren-
tes alzas y bajas abruptas que se han observado en los mercados financieros 
en los últimos años. De esta manera son escasos los trabajos que propongan 
modelos de decisión, en el marco de maximización de utilidad en un hori-
zonte finito, que consideren portafolios que incluyan difusiones con saltos 
en la dinámica estocástica de los precios de los activos además de incorporar 
restricciones probabilistas sobre el nivel de riqueza final del agente. El pre-
sente trabajo ha desarrollado un modelo estocástico que describe el proceso 
de toma de decisiones de un consumidor-inversionista racional para integrar 
un portafolio en un ambiente de riesgo de mercado con saltos bruscos e ines-
perados en los precios de los activos estando sujeto a dos restricciones: una 
de tipo presupuestal y otra probabilista sobre la riqueza final.

La agenda de investigación futura, sin duda, debe tomar en cuenta la in-
clusión de productos derivados (en particular opciones) en la restricción pre-
supuestal a fin de que el agente pueda cubrirse contra el riesgo de mercado. 
Por ejemplo, si el agente adquiere una opción de venta de tal manera que si 
el precio del activo riesgoso cae por debajo de un precio de ejercicio (esta-
blecido con anterioridad), entonces el agente puede vender el activo a dicho 
precio de ejercicio, reduciendo su margen de pérdida.
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Apéndice 1
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Lo que establece que , definida en (3),tξ  es una martingala.

Apéndice 2

Note que

 ( )d d d d dt t t t t t t t t ta a r r t a W a v N c tθ µ δ θ σ θ= + + − + + −  
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Al sustituir la última ecuación en la penúltima, se obtiene 

 ( )0
0 0 0 0

0 0 0

1 1 1d d d ,
t t t

t
u u u u u u

t u u u

B a a B a r u B a W B c u
B B B B

θ µ σ θ= + − + −∫ ∫ ∫

lo cual proporciona la ecuación (4).
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Estimación de alfa en fondos con beneficios definidos mediante una 
matriz t-Student O-GARCH. Una evaluación de las pensiones civiles del 
Estado de Michoacán.

Resumen
En este artículo se evalúa la utilidad de un proceso de administración 
activa de portafolios empleando una matriz de covarianzas GARCH or-
togonal (O-GARCH) con función de verosimilitud t-Student, al aplicarlo 
en la reserva técnica de fondos de pensiones de beneficio definido de la 
Dirección de Pensiones Civiles del Estado de Michoacán. Esto tanto para 
lograr el objetivo de 7.5% anual de rendimiento establecido en su estu-
dio actuarial como para definir alpha respecto al benchmark establecido 
en su política de inversión. Para demostrar esto, se corrieron tres simu-
laciones de eventos discretos en donde se ejecutó, en una de ellas, un 
proceso de administración pasiva de portafolios con una disciplina de 
rebalanceo de tipo posición objeti�o y en las otras dos una activa de tipo 
rebalanceo por rangos. Con los resultados observados se resalta la pre-
ferencia de utilizar, en este fondo de pensiones, la administración activa 
de portafolios con la matriz O-GARCH.

Clasificación JEL: C12, G11, G12, G17
Palabras Clave: Selección de portafolios, Valuación de activos, Pronósti-
cos y simulaciones financieras, Pruebas de hipótesis.

Abstract
�his paper presents an assesment of an acti�e portfolio management pro-
cess with a t-Student orthogonal GARCH (O-GARCH) co�ariance matrix, 
in order to achie�e a 7.5% actuarial target return and to formulate al-
pha in defined benefit pension funds for Dirección de Pensiones Ci�iles del 
Estado de Michoacán. �o test this, three discrete e�ent simulations were 
performed using, in the first one, a passi�e portfolio management process 
with a target position rebalancing discipline and, in the other two, an ac-
ti�e portfolio management with range portfolio rebalancing where an 
equally weighted co�ariance and a t-Student O-GARCH co�ariance matrix 
are used. The results suggest that the O-GARCH matrix is suitable for ac-
ti�e portfolio management in this sort of pension funds.

JEL classification code: C12, G11, G12, G17
Key words: Portfolio Selection, Asset Pricing, Financial forecasting and 
Simulation, Hypothesis testing.



Estimation of Alpha in Defined Benefit Pension...

Volumen 3, número 1, enero - junio 2013 41

Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

1. Introduction

There are several pension fund schemes in Mexico. Among them, the defined 
benefit and the defined contribution are the most common. In the former 
scheme, a percentage of the salary earned over the last year as an employee 
at the time of retirement. In the latter, the employee retires only with the 
amount of money saved during the accumulation period,1 leaving  the pen-
sion fund with no other responsibility than to deposit into and, in some cases, 
to manage the account. A detailed review of all the pension fund schemes 
used in Mexico and their main financial reform proposals are outside the 
scope of this paper. For the interested reader, a very straightforward review 
is given by the Instituto Mexicano de Ejecutivos de Finanzas (2006).

In each state of Mexico, there are several pension funds that manage the 
retirement savings for their public servants. Among these, a defined benefit 
pension fund, which is owned by the public servants of Michoacán and known 
as “Dirección de Pensiones Civiles del Estado de Michoacán (DPCEM)”, is the 
focus of this paper. 

The DPCEM covers all the public servants in the State of Michoacán 
(about 15,000). Among the most observable legal liabilities in the pension 
plan is that all the beneficiaries retire with the 100% of its salary paid dur-
ing the last year in service. In order to fund this, the Government and the 
employees save an amount equal to the 4% of the employees’ monthly wages, 
considering an actuarial yearly wage increase of 6.5%. By assuming a life ex-
pectancy of 81 years for Mexico and due to the fact that an employee in this 
pension fund can retire after 30 years of service (an average 45-50 years of 
age at retirement) and a 4% theoretical inflation rate, it is necessary for DP-
CEM either to achieve a nominal 7.5% yearly return in the investment policy 
of its Technical Reserve (TR)2 or to change the monthly contributions from 
4% to 11% of the employees’ salaries. 

1 Before retirement.
2 A trust created to support the pension plan when the outflows are higher than the 

inflows (about 2032 with the current scheme).
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This paper focuses on the first proposal and its aim is to show the useful-
ness of an active portfolio investment process that uses a t-Student log likeli-
hood O-GARCH covariance matrix in the TR of DPCEM. The main focus is to 
test an active portfolio management process with the historical asset alloca-
tion in the six different markets shown in the investment policy statement 
(IPS) presented in Appendix one. A benchmark that incorporates this asset 
allocation and its limits is also given in this appendix along with the target 
investment positions ( bmkw ) related to it.

Why an active portfolio management process? With the advent of the 
Markowitz (1952) model, the portfolio management practice started a no-
table development with a “buy and hold” rationale that led to a portfolio 
management practice known nowadays as “Passi�e portfolio management”. 
Considering the Markowitz-Tobin-Sharpe-Lintner (MTSL) model (Markow-
itz, 1987, p. 5) and the assumption of an aggregate optimality due to homo-
geneous expectations among investors (Samuelson, 1965) —that leads to 
the concept of market equilibrium (Sharpe, 1963; Lintner, 1965)—, the stock 
market indexes are used not only as a statistical measure of the aggregate 
investor behavior but also as a proxy of the market portfolio, a key concept in 
the main asset pricing models.

Due to several economical, financial and behavioral circumstances, the 
aggregate optimality (as a proxy definition of equilibrium in financial mar-
kets) is not observable in the short term, suggesting the preference of acti�e 
portfolio management. This situation has been improved with the develop-
ment of time series analysis through the seminal works of Box, Jenkins and 
Reinsel (2008) and later with the proposals of Engle (1982) and Bollerslev 
(1986) for the short term volatility forecast. With these quantitative develop-
ments, the Portfolio Management Theory had a positive and practical advance 
which allowed to explore and exploit short term price differentials, leading to 
support the active management practice. Several research papers have been 
published in order to test active portfolio management against the passive 
approach in the mutual fund industry with cases such as Daniel et al. (1997) 
and Ennis (2005) who found, through the mutual fund comparison against 
a stock index after management fees, that the active management practice 
couldn’t lead to a better performance than a passive one such as index track-
ing or enhanced index tracking.3

3 Index tracking means that the manager must replicate the behavior or (if possible) 
the conformation of a market benchmark or index. This practice could lead to 
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In some cases (such as index tracking), the passive management strategy 
can be executed by following a �arget Positions (TP) portfolio rebalancing 
discipline, where the portfolio position is rebalanced to that of the bench-
mark’s ( bmkw ). In contrast, the active management practice, which seeks to 
outperform a benchmark or a market index, could be executed with two re-
balancing disciplines (among the most used) known as Percentage Portfolio 
Rebalancing and Range Portfolio Rebalancing (RPR). The former is a rebal-
ancing method executed at periodically specified time intervals where the 
portfolio manager adjusts the investment positions to a range of %x±  from a 
target optimal position bmkw ; the latter consists of discretionary investment 
proportions that must follow upper and lower asset or market type limits, 
stated in an IPS like the one presented in Appendix one.

From several strategies widely used as rebalancing disciplines in the 
portfolio management practice and from those previously mentioned, DP-
CEM decided to test an RPR discipline using the IPS shown in Appendix one 
as a legal and institutional mandate. This situation allows the fund manager 
to invest in a relatively discretional manner in different types of assets al-
lowed in the IPS.

In order to asses whether a passive Target Position (TP) or an active 
Range Portfolio Rebalancing (RPR) portfolio management strategy is more 
suitable to the fund, three discrete event simulations were performed. One 
was performed for the passive portfolio management case with a TP regime 
and two for the RPR active portfolio management that use two different co-
variance matrixes: 1) a constant or equally weighted covariance and 2) an 
O-GARCH with a t-Student log likelihood one. 

Once established the aim of the present paper (to test the use of active 
portfolio management with O-GARCH matrixes in the Technical Reserve of 
DPCEM and similar ones) the results will be presented as follows: In a second 
section, a brief explanation of the Markowitz-Tobin-Sharpe-Lintner model 
is given along with a review of the O-GARCH covariance matrix model. Fol-
lowing this, the assumptions and general structure of the algorithm used in 
the three discrete event simulations are presented along with the results ob-
tained. After this, the document ends with the concluding remarks.

some limitations such as the impact of financial costs (trade fees, market timing, tax 
impact or liquidity) therefore the enhanced index tracking discipline tries to achieve 
higher gross returns than the replicated benchmark in order to compensate the 
impact of financial costs.
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2. The optimizer used in the active portfolio management 
process.

2.1 The Markowitz-Tobin-Sharpe-Lintner portfolio selection model.

The Markowitz-Tobin-Sharpe-Lintner or MTSL model is a theoretical proposal 
that incorporates a risk-free asset in the asset allocation, a drawback that the 
original Markowitz (1952) standard model couldn’t solve. In the MTSL, the 
optimal portfolio selection is now conceived as a linear combination of a risk-
free asset rf  and a risky portfolio given by w * . This selection is performed 
in a two-step problem that starts with the solution of the next optimization 
problem given an 1n×  investment proportion vector w , an n n×  covariance 
matrix C , an 1n×  expected return vector [ ]( ) ( ) 'nE E= ir r r , an l n×  
asset or market grouping matrix D  and an 1l ×  minimum or maximum lim-
its vector d established in the IPS:4

 ( ) [ ] 1/2arg max 'rf −= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
w

w* w' r 1 w C w  (1)

Subject to:

* 1⋅ =w ' 1

* 0
*
≥
⋅ =

w
D w d

The second step is given by the proportion in the total investment budget 
ω  in w *  and the proportion (1 )ω−  in rf  determined, following Levy and 
Markowitz (1979), with a quadratic utility function in the next expression:5

 ( ) [ ]2arg max 0.5 A
ω

ω ω ω= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  w' r w' C w  (2)

4 Such as the one described in appendix one.
5 In the case of Pensiones Civiles del Estado de Michoacán, a value of 4A = , related 

to a “neutral risk aversion investor” is set. 
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Once ω  is determined, the final optimal portfolio is a linear combination of 
rf  and the risky asset w * :

 (1 ) rfω ω= ⋅ + − ⋅w ** w *  (3)

The portfolio selection model in (3) is the so-called Markowitz-Tobin-Sharpe-
Lintner model or MTSL (Markowitz, 1987, p. 5) and is one of the most widely 
used in the portfolio management industry (as is the case in this paper) be-
cause it incorporates a risk-free asset in the asset allocation step. Although 
the rationale of the MTSL is a very straightforward one, its main drawback 
is observed in the calculation of r  and C  due to the presence of estimation 
error; its computational inefficiency and also the presence of volatility and 
correlation clustering. As a potential solution for the computational efficien-
cy problem, Sharpe (1963) proposed an alternative calculation of such pa-
rameters that led to the proposal of the CAPM model (Sharpe, 1966).6 This 
valuation model is the theoretical foundation of several heuristics and alter-
native portfolio selection models that have, as a central concept, the covari-
ance of assets now proxied through the covariance with a common factor or 
set of factors. Although the CAPM model is a straightforward rationale for 
asset pricing, and setting aside the theoretical critiques made against it, the 
presence of volatility and correlation clustering and the potential presence 
of estimation error are some of its main drawbacks as is the general case in 
the models of the Modern Portfolio Theory. Therefore, a pure mean-variance 
framework was adopted that led to choose the MTSL as the optimizer for the 
asset allocation step in the portfolio management process.

Best and Grauer (1991) suggested that the optimal portfolio selection 
is sensitive to the sample magnitude observed in r  and C , the aim of this 
paper is to asses the performance of an active portfolio management pro-
cess using the t-Student Orthogonal GARCH (O-GARCH) matrix, in defined 
benefit pension funds such as DPCEM. Given this, it is necessary to review 
this multivariate volatility model and the need for a t-Student log likelihood 
function.

6 This in an almost parallel approach to Lintner’s (1965) proposal.
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2.2 The Orthogonal GARCH model (O-GARCH) for the calculation 
of the covariance matrix.

With the earliest proposals of Engle (1982) and Bollerslev (1986), the calcu-
lation of short term volatilities that incorporate the volatility clustering ef-
fect, allowed the financial practice to forecast risk levels more appropriately. 
The univariate ( , )GARCH p q  model follows an expression shown by:

 2 2 2

1 1

p q

t i t i i t i
i i

σ κ β ε γ σ− −
= =

= + ⋅ + ⋅∑ ∑  (4)

As a starting point for this paper, the ( , )GARCH p q  model departs from 
the assumption that the returns vector ir  of the ith asset is either7 

Ecuaciones a corregir de artículos en enviados 

Artículo: 

Decisiones óptimas de consumo y portafolio con una restricción probabilista sobre la riqueza 
final: difusiones con saltos y horizonte finito 

Ecuacion  pag. 3 

Dice: estándar, d  (0,d ),tW t   de tal forma que… 

Debe decir: estándar,            ,   de tal forma que… 

 

Artículo: 

The creation of Alpha in defined benefit pension funds with a t-Student O-GARCH matrix. A test 

in Pensiones Civiles del Estado de Michoacán from January 2002 to June 2011* 

 

Página 8 

Dice: 

…that the returns vector  of the ith asset is either  or , 

leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 

through two functions. If  the vector of parameters… 

Debe decir: 

…that the returns vector  of the ith asset is either    |     ̅        or    |     ̅          , 
leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 
through two functions. If    |     ̅         the vector of parameters… 

 

 

 

 

ir 2| ( , )I N 
ii i rr r 2| ( , , )I t gl

ii i rr r

1[ ,..., ] iX r r
2| ( , )I N 
ii i rr r

ir

1[ ,..., ] iX r r

 or 

Ecuaciones a corregir de artículos en enviados 

Artículo: 

Decisiones óptimas de consumo y portafolio con una restricción probabilista sobre la riqueza 
final: difusiones con saltos y horizonte finito 

Ecuacion  pag. 3 

Dice: estándar, d  (0,d ),tW t   de tal forma que… 

Debe decir: estándar,            ,   de tal forma que… 

 

Artículo: 

The creation of Alpha in defined benefit pension funds with a t-Student O-GARCH matrix. A test 

in Pensiones Civiles del Estado de Michoacán from January 2002 to June 2011* 

 

Página 8 

Dice: 

…that the returns vector  of the ith asset is either  or , 

leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 

through two functions. If  the vector of parameters… 

Debe decir: 

…that the returns vector  of the ith asset is either    |     ̅        or    |     ̅          , 
leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 
through two functions. If    |     ̅         the vector of parameters… 

 

 

 

 

ir 2| ( , )I N 
ii i rr r 2| ( , , )I t gl

ii i rr r

1[ ,..., ] iX r r
2| ( , )I N 
ii i rr r

ir

1[ ,..., ] iX r r

, leading to the more general assump-
tion of multivariate elliptic probability functions in the set of returns 
time series 1[ ,..., ]= iX r r . With this, the log likelihood problem can be 
solved through two functions. If 

Ecuaciones a corregir de artículos en enviados 

Artículo: 

Decisiones óptimas de consumo y portafolio con una restricción probabilista sobre la riqueza 
final: difusiones con saltos y horizonte finito 

Ecuacion  pag. 3 

Dice: estándar, d  (0,d ),tW t   de tal forma que… 

Debe decir: estándar,            ,   de tal forma que… 

 

Artículo: 

The creation of Alpha in defined benefit pension funds with a t-Student O-GARCH matrix. A test 

in Pensiones Civiles del Estado de Michoacán from January 2002 to June 2011* 

 

Página 8 

Dice: 

…that the returns vector  of the ith asset is either  or , 

leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 

through two functions. If  the vector of parameters… 

Debe decir: 

…that the returns vector  of the ith asset is either    |     ̅        or    |     ̅          , 
leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 
through two functions. If    |     ̅         the vector of parameters… 

 

 

 

 

ir 2| ( , )I N 
ii i rr r 2| ( , , )I t gl

ii i rr r

1[ ,..., ] iX r r
2| ( , )I N 
ii i rr r

ir

1[ ,..., ] iX r r
 the vector of parameters

[ ] [ ], ,i i iθ κ β γ =    leads to8 2 2 ( )t t iσ σ θ=  in (4) and the optimal set of pa-
rameters *θ  is shown with the solution of the next optimization problem:

 ( )
2

2
,2

( ) 1

1arg max log
2t i

T
i t

t
t tσ θ

ε
σ

σ=

  
 = +  
   

∑  (5)

Subject to:

 

1 1

, , 0

1

i i
p q

i j
i j

κ β γ

β γ
= =

≥

+ ≤∑ ∑

When 

Ecuaciones a corregir de artículos en enviados 

Artículo: 

Decisiones óptimas de consumo y portafolio con una restricción probabilista sobre la riqueza 
final: difusiones con saltos y horizonte finito 

Ecuacion  pag. 3 

Dice: estándar, d  (0,d ),tW t   de tal forma que… 

Debe decir: estándar,            ,   de tal forma que… 

 

Artículo: 

The creation of Alpha in defined benefit pension funds with a t-Student O-GARCH matrix. A test 

in Pensiones Civiles del Estado de Michoacán from January 2002 to June 2011* 

 

Página 8 

Dice: 

…that the returns vector  of the ith asset is either  or , 

leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 

through two functions. If  the vector of parameters… 

Debe decir: 

…that the returns vector  of the ith asset is either    |     ̅        or    |     ̅          , 
leading to the more general assumption of multivariate elliptic probability functions in the 
set of returns time series . With this, the log likelihood problem can be solved 
through two functions. If    |     ̅         the vector of parameters… 

 

 

 

 

ir 2| ( , )I N 
ii i rr r 2| ( , , )I t gl

ii i rr r

1[ ,..., ] iX r r
2| ( , )I N 
ii i rr r

ir

1[ ,..., ] iX r r

 the solution is shown by the next log likelihood 
function maximization9:

7 Given the information set 1−tI  that makes tr  
conditional.
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9 Please see Bollerslev (1986) and Lambert & Laurent (2001).
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The expression in (6) will be used by the DPCEM based on the theoretical 
assumption that the t-Student matrix is more suitable to model sample prob-
abilities and more appropriate to measure the characteristic fat tails of the 
financial data used.

For the multivariate case, one of the first proposals is the one made by 
Bollerslev  (1990), which starts with the use of a constant correlation matrix 
H  and a diagonal matrix S  defined by univariate GARCH variances:

 ⋅ ⋅t t t tC = S H S  (7)

Despite its low computational efficiency, this model does not take into ac-
count the correlation clustering effect. A model that solves this situation is 
the BEKK GARCH of Engle and Kroner (1993), but, in some cases, this repre-
sents a hard computational task given the log likelihood maximization prob-
lem inherent to it. As a solution for this situation, a model known as Orthogo-
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nal GARCH, ( , )O GARCH p q−  or simply O-GARCH is proposed in Alexander 
and Chibumba (1996), Alexander (2002), and a generalized version in Van 
der Weide (2002). This model departs from the spectral decomposition of 
an equally weighted10 covariance matrix cC  that leads to the definition of a 
n n×  matrix of eigenvectors E  and a n n×  spectrum 

spectral decomposition of an equally weighted 10 covariance matrix  that leads to the 

definition of a  matrix of eigenvectors  and a  spectrum : 
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The computational efficiency of the O-GARCH model can be compared 
against the Engle and Kroner (1993) BEKK-GARCH model and a previous and 
more general proposal of Bollerslev (1986) known as Vech-GARCH. In the lat-
ter case, the number of parameters to be estimated is given by the n  number 
of factors with the following expression: ( ) ( )( )1 1 1 / 2n n n n + + +  . In the 
BEKK-GARCH it is necessary to calculate ( 5) / 2n n +  parameters and in the 
O-GARCH model, as noted in (9) and (10), it is necessary to calculate at most 

p qπ ⋅ ⋅  parameters where π  is the number of main components selected 
with (9), p  the maximum ARCH lag term allowed in the univariate GARCH of 
each main component model and q  the maximum GARCH lag term.

Several papers can be mentioned related to the practical usefulness of 
the O-GARCH, Alexander (2002) that presents the calculation of large cova-
riance matrixes with different kinds of assets like currencies, UK gilt bonds 
term structure, English equities, and the oil futures term structure, noting 
that the limitation of quality and amount of data11 and the “dimensionality 
course”12 can be avoided thanks to the main components analysis inherent to 
this multivariate GARCH model.

Another practical use is reviewed by Bredin and Hyde (2004) who test 
several covariance models, such as the equally weighted13, the exponentially 
weighted; the O-GARCH and the O-EWMA,14 in the Irish FX market previous 
to Ireland´s integration to EMU. Their results supported the O-GARCH model 
as the best one for capital reserve purposes and the O-EWMA for compliance.

Following Bredin and Hyde, Cifarelli and Paladino (2004, 2006) use the 
O-GARCH model to test the contagion of credit default events in the behavior 
of sovereign bond term structures in Latin America and Asia. They found, 
thanks to the O-GARCH model ability to capture the correlation and volatility 
clustering effect with the lack of data, that there is a weak integration in the 
Asian and Latin American sovereign bond markets in low volatility time peri-
ods, but this tends to disappear with the presence of contagion after specific 
market shocks such as the 2001 Argentinean default.

11 A property observed in fixed income assets or futures term structures.
12 I.e. that the number of assets could lead to a flatter log likelihood function.
13 Please refer to note 10.
14 Also proposed in Alexander (2002).
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Also, Chen et al (2008) and Kearney and Muckley (2008) use this multi-
variate model to quantify either the Chinese stock market Value at Risk or the 
pegging effect (high and stable correlation and volatility) in the main Asian 
markets and currencies.

Therefore, because of its computational efficiency, O-GARCH model´s 
ability to measure the correlation clustering effect even if the historical data 
is not latent,15 and its several practical applications such as the usefulness 
to quantify a measure of financial markets integration, to identify possible 
currencies that could potentially be pegged, and to quantify large covariance 
matrixes of heterogeneous financial assets by avoiding the “dimensionality 
course”,  it is the most appropriate for measuring the volatility of a portfolio 
invested in the six financial markets stated in the IPS given in Appendix one. 
In fact, its usefulness is still researched nowadays in extensions such as the 
one made by Sharifi et. al. (2012) where M-estimators are tested to calculate 
more robust GARCH parameters with less stringent moment conditions.16 

Now that the calculation of the MTSL model and the O-GARCH covariance 
matrix have been reviewed as parts of the optimizer used in the portfolio 
management process, the assumptions of the three discrete event simula-
tions performed are presented, noting that a proof of the presence of volatil-
ity and correlation clustering in the six benchmarks of the investment uni-
verse is shown in Appendix three.

3. The discrete event simulations performed.

3.1 Statistical parameters, theoretical assumptions and practical implica-
tions in each simulation.

Given a time frame from January 2nd, 2002, to December 31st, 2010, 470 
weekly interval simulations are performed for each simulated portfolio, us-
ing each of the benchmarks presented in Appendix one as financial assets.17

These financial assets or benchmarks were valued at Mexican pesos 
(MXN) at a December 29th, 2000 base 100 value and incorporated currency 
impact. The length of each time series ( ir ) is 52T =  weeks and it is assumed 

15 I.e. the financial asset price does not change due to a lack of liquidity.
16 At this point the out of sample and robust estimation scenario is set aside.
17 Assuming that these values represent the behavior of zero tracking error Exchange 

Traded Funds (ETF’s) invested in each benchmark.
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that these represent the behavior of zero tracking error Exchange Traded 
Funds (ETF’s) that replicate them.

A quantitative analysis algorithm that performed the entire portfolio 
selection process (analysis, rebalancing and mark to market valuation) was 
programmed in MATLAB and, among the most relevant ones, the following 
assumptions and parameters were considered:

1) The theoretical18 starting value of the four simulated portfolios is 
10,000,000.00 MXN, using the inflows and outflows presented in Appen-
dix 2.

2) The financial data sources are Bloomberg™, Reuters™ and InfoselMR.
3) In order to incorporate the impact of financial costs, a 0.25% fee is as-

sumed in each trade either in the ETF’s or in the FX market (noting that an 
institutional investor such as DPCEM can get access to a lower transaction 
cost). This fee will be used in order to measure a higher impact in the final 
turnover results.

4) The risk-free asset rf  used is the weekly secondary market curve rate 
of 28-day-maturity Mexican treasury certificates (CETES). This rate was 
published on 2012 by Banco de México.

5) Only an MXN bank account and two investment contracts (one in US dol-
lars and another in MXN pesos) will be used. When a foreign asset posi-
tion (USD valued) is sold, the amount is turned into Mexican pesos by 
selling USD using the current FX rate. When the opposite happens, the US 
dollar amount is funded from the Mexican bank account.

6) The expected values in the return vector r  are shown in the following 
expression:

 

1

1
( ) , ( )

T

i
i

E E r n−

=

∀ ∈ = = ⋅∑i i ir r r r
 

(11)

In order to calculate the O-GARCH matrix with (10) using (6) as the log likeli-
hood function, the algorithm selected the best ( , )GARCH p q  model for each 

18 The original value of the pension fund was modified to MXN$ 10 million due to 
confidentiality issues.



52 Volumen 3, número 1, enero - junio 2013

Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

main component by using different ARCH lag terms truncated at the value of 
five and different GARCH lag terms truncated at the value of two. The good-
ness of fit of the best GARCH model in each principal component is measured 
by the Bayesian information criterion of Schwarz (1978).

For the passive management (TP) portfolio simulation, the main as-
sumption is that all the investment balance is allocated in the risky asset 
given by the benchmark asset allocation ( bmkw* = w ) shown in Appendix 
one. In order to rebalance from the actual investment proportion, a 0.25% 
financial cost is also incorporated and the algorithm shown in Figure one is 
performed.19 In order to execute the two discrete event simulations in the ac-
tive portfolio management simulations, the algorithm of figure two was also 
used. Finally, with the results obtained, the three historical simulated portfo-
lios were valued in a January 2nd, 2002, base 100.

19 As noted, this is an index tracking passive portfolio management practice.

Figure 1. Flowchart of the discrete event simulation performed in the passive 
portfolio management (“Target position”).
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3.2. Results observed in simulations.

The historical value of the simulated portfolios and their accumulated turn-
over is presented in chart one and summarized in table one. It is shown that 
the three simulated portfolios and the benchmark had a better performance 
than a theoretical financial asset that paid the 7.5% target return (light area). 
As shown, the simulated portfolios using the O-GARCH covariance matrix 
lead to a superior turnover than the benchmark, the passively managed and 
the constant parameter covariance matrix portfolios.

In order to confirm this result and to follow the portfolio management 
performance evaluation practices, a quality chart of the difference between 
the observed weekly return of each simulated portfolio and the benchmarks 
is presented in Chart two. As noted, the O-GARCH portfolio showed the high-
est positive alpha against the benchmark, suggesting a better performance if 
an O-GARCH matrix is used in the active portfolio management.

Figure 2. Flowchart of the discrete event simulation performed in the active 
portfolio management (“Range portfolio rebalancing”) using the three different 

covariance matrixes.
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A more detailed examination of the results obtained during the three simula-
tions is presented in Chart three where the historical allocation between the 
risk-free asset rf  and the risky portfolio w *  can be observed. The reader 
should note that the portfolios simulated with an O-GARCH covariance ma-
trix (specifically the t-Student one) were more sensitive in the risk-free asset 
investment proportion during the dates where the financial crisis was acute 
(e.g. the Lehman Brothers Chapter eleven filling in the September-October 
2008 period). This is due to the fact that the volatility and correlation cluster-
ing effect20 was measured more accurately in this period, leading to a higher 
concentration in the risk-free asset for longer time periods in comparison 
with the other two portfolios.

Another perspective of these results is shown with a complete histo-
rical asset allocation in Chart four. In the case of the O-GARCH covariance 
matrix portfolio, the optimizer manages more accurately the investment in 
riskier markets such as the Mexican equity (IPC index) or the foreign equi-
ties proxied with the MSCI Global Gross equity. This historical behavior is 
summarized in the box plots of chart five that shows the different investment 
levels in each asset type for each portfolio. 

It should be noted that the passive portfolio and the active one that use 
the equally weighted covariance matrix were highly concentrated in the Mexi-
can government bond and international treasury bond markets (especially 
the former), suggesting that even though the IPS presented in Appendix one 

Portfolio or benchmark Acumulated turnover Yearly effective return
7.5% actuarial target return 105.05% 11.67%
Benchmark 205.34% 22.82%

Passive management: Target Position 172.12% 19.12%

Active management: constant covariance matrix. 131.13% 14.57%
Active management: Gaussian OGARCH 
covariance matrix 210.14% 23.35%
Active management: t-Student OGARCH 212.22% 23.58%

Table 1 Acumulated turnover in the four simulated portfolios
Table 1. Acumulated turnover in the four simulated portfolios.

20 In order to confirm that the level of volatility clustering was high in certain time 
periods like the aforementioned one, please refer to the historical ARCH test results 
shown in Appendix two.
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suggests the presence of home bias in the asset allocation, the O-GARCH ma-
trix handles. this drawback better thanks to an active and a proper manage-
ment of risky assets during high volatility and correlation clustering periods.

With the results shown in charts four and five, two questions could be 
posed: Given the historical asset allocation resumed in chart five, does this 
higher active investment proportions in risky assets explain the better per-
formance in the O-GARCH simulated portfolio? And, do the financial, political, 
and economic events have an impact on the behavior of the simulated port-
folios, leading to a better performance with the use of a t-Student O-GARCH 
matrix? In order to answer the first question, Chart six presents the historical 
performance of the six markets in the IPS of Appendix one along with the his-
torical accumulated value of the 7.5% annual target rate (light area). 

As noted, the best performers were the Mexican equity, Mexican sove-
reign bonds, and Mexican treasury markets. If this historical performance 
is compared with the investment proportions of Chart four and Chart 5, it 
should be noted that the highest investment proportions in the O-GARCH 
models are in these three markets. When inspecting Chart four more closely, 
the performance of the portfolio analysis in the O-GARCH cases suggests a 
more sensitive asset allocation in the presence of volatility and correlation 
clustering, i.e. these two portfolios were better diversified during the most 
uncertain time periods in the financial markets. 

The second question “Do the financial, political and economic events 
have an impact in the behavior of the simulated portfolios, leading to a bet-
ter performance with the use of a t-Student O-GARCH matrix?” is answered 
in Chart seven where the historical behavior of the three simulated portfo-
lios is compared with the financial and economic events shown in Chart six. 
The most notable period depicted in this chart is when the Lehman Brothers’ 
chapter 11 filing took place. During this time period, the volatility and corre-
lation clustering effect was more observable.21 For this reason and because of 
their statistical properties, the O-GARCH portfolio had a softer behavior than 
the benchmark and the equally weighted covariance matrix portfolio when 
the financial crisis was acute.

21 It is also when the optimization problem given in (2) leads to the highest concentration 
in the risk free asset. Please refer to chart four in comparison with chart six to confirm 
this and to Appendix three for the proof of the presence of volatility clustering in 
those periods.
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Now that it has been shown that the portfolio management process using 
the t-Student O-GARCH matrix outperforms a 7.5% annual target return, it 
is necessary to know the behavior of the risk exposure and turnover relation 
(financial efficiency) observed, by using this active portfolio management 
process and covariance matrix to answer the following question: Do we have 
a higher financial efficiency if an active portfolio management process with a 
t-Student O-GARCH covariance matrix is used?

To answer this question, the efficiency of the portfolio management pro-
cess is measured with the historical Sharpe ratio (1966) of each simulated 
portfolio. If there’s either no difference or a lower level of Sharpe ratio (SR) 
observed in the value of the active O-GARCH portfolio against the other two 
cases, this portfolio management process is accepted as the best option.

Chart eight presents the historical values observed in each simulated 
portfolio along with a boxplot comparison. Table three presents the results 
of a one-way ANOVA test in the historical SR levels, suggesting, along with 
the results of the boxplot in Chart eight, that the use of a t-Student O-GARCH 
matrix leads to a better and more stable risk-return trade-off than both the 
passive and equally wieghted covariance matrix portfolios. 

4. Concluding remarks.

Given the IPS of Appendix one and from the results observed in the three 
simulations performed, it is concluded that the range portfolio rebalancing 
discipline with a t-Student O-GARCH matrix in an active portfolio manage-
ment process is the most suitable for the Technical Reserve of the defined 
benefit pension fund of interest in this paper (Pensiones Civiles del Estado 
de Michoacán) and similar ones. This conclusion is supported by the achieve-
ment and outperforming of the 7.5% actuarial target return and by a higher 
turnover than the benchmark (alpha), the passively managed and the equally 
wieghted covariance matrix portfolios.

As noted in the results obtained, the use of a t-Student O-GARCH matrix 
leads to a more suitable asset allocation in the simulated portfolios. This re-

Table 3. ANOVA1: Test of the historical Sharpe ratios in the four simulated portfolios.
 
Source SS df MS F Prob>F
Columns 43.6680667 3 14.5560222 1.84961698 13.61501%
Error 14393.7718 1829 7.86974947
Total 14437.4399 1832
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mark is confirmed by the fact that it managed, in a better fashion, the invest-
ment proportion in the risk-free asset rf  given the presence of volatility and 
correlation clustering. Also of interest is that the actively managed O-GARCH 
portfolio was more sensitive to the influence of financial, political, and eco-
nomic events. This can be observed by using a softer portfolio performance 
and a more appropriate asset allocation in the risky asset w *  during critical 
time periods.

As a final remark, it is noted that even though the use of a t-Student O-
GARCH Matrix could lead to a higher exposure to risk given the higher return, 
the observed financial efficiency (risk-return trade off) is higher in this case, 
supporting the use of this kind of active portfolio management process with 
this type of covariance matrix.
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Appendix 3

This appendix presents the evidence of the volatility and correlation cluster-
ing in the six markets (benchmarks) of the investment policy in Table one. In 
order to test the presence of the volatility clustering, the Engle (1982) ARCH 
test was performed in each asset and in each of the weekly dates used in the 
discrete event simulations. A 95% confidence level is used to test the next 
hypothesis:

 2 2
0 95%,: TH T R X⋅ >  (13)

Where 2R  is the coefficient of determination of the next auxiliary regression 
given t i ir rε = − :

 2 2
t i t iε α β ε −= +  (14)

This test was performed on each weekly date used for the simulation from 
January 2, 2002, to December 31, 2010.22 The results are presented in Chart 

Appendix 2

Outflows (OF )
Date Amount (MXN) Date Amount (MXN) Date Amount (MXN)
18/01/2002 985,516.29$          16/07/2004 641,630.06$          02/07/2009 89,559,398.71$    
22/02/2002 3,285,054.31$      10/09/2004 8,212,635.78$      18/12/2009 66,358,097.13$    
22/03/2002 2,628,043.45$      28/01/2005 82,662,629.71$    12/02/2010 289,453.33$          
19/04/2002 3,285,054.31$      08/04/2005 33,659.65$            
14/06/2002 2,628,043.45$      29/04/2005 474,292.10$          
09/08/2002 1,642,527.16$      06/05/2005 3,360.22$               
06/09/2002 1,642,527.16$      19/05/2006 3,285,054.31$      
20/12/2002 679,476.88$          09/06/2006 4,927,581.47$      
10/01/2003 6,570,108.63$      24/08/2007 22,995,380.20$    
02/05/2003 3,285,054.31$      07/09/2007 8,212,635.78$      
01/08/2003 4,927,581.47$      25/01/2008 19,710,325.88$    
05/09/2003 5,256,086.90$      28/03/2008 6,570,108.63$      
19/09/2003 4,927,581.47$      25/04/2008 6,570,108.63$      
09/01/2004 6,570,108.63$      02/05/2008 218,473.54$          
07/05/2004 4,927,581.47$      05/06/2009 163,404,217.91$  

Inflows (IF )

A monthly $356.4284 outflow 
paid the last week of each 
month. The outflow is the 
payment of custodial bank 

services for the assets (ETF's 
that replicate the six 

benchmakrs) in the managed 
portfolios.

Table A.1 The inflows and outflows of the technical reserve of Pensiones Civiles del Estado de Michoacán

Source: Pensiones Civiles del Estado de Michoacán. The real numbers were changed due to confidenciality. This numbers 
reflect the behavior of the original magnitudes.
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A.1 and the number of dates with a presence of the ARCH effect is summa-
rized in Table A.2.

As noted in Chart A.2, not all the dates presented an ARCH effect, sug-
gesting that not in all of them an O-GARCH matrix should be used in the MTSL 
model. In order to accept a general use of GARCH models in all the dates, a 
Poisson probability function hyphotesis test is used with a mean of 23λ =  
and a 95% confidence level given by (95% ) 28.10λ λ+ ⋅ = . With these pa-
rameters, the number of dates that report the presence of the ARCH effect 
were compared, and if this number was higher than 28.10, the presence of 
the ARCH effect was accepted for all the dates by assuming that the number 
of dates is high enough to generalize the presence of this phenomenon in 
each asset. 
The results of these hypotheses tests are presented in the right panels of 
Chart A.2 and Table A.3. It can be shown that almost all the benchmarks (ex-
cepting the US treasuries -EFFAUSB100- that is not conclusive) lead to the 
acceptance of the ARCH effect for all dates. 

Once the evidence of the ARCH effect in the six benchmarks is presented, it 
is necessary to demonstrate the usefulness of an O-GARCH covariance matrix 
by testing the presence of the correlation clustering effect. In order to do so, 
the return time series ir  in each asset was divided into two time groups by 
using the following distance suggested by Chow, Kritzman & Lowry (1999):

 ( ) ( )1
0 0't t
−℘ = − ⋅ −t 0r r C r r  (15)

Where tr is a 6 1× vector with the observed return at date t  in each asset, 0r  
is a vector with the means of the entire time series tr  in each asset and 0C  
the covariance matrix for the same data:

22 Using a T=52 return time series length from t to t-51.

Benchmark Poisson critical value Number of dates with ARCH effect Conclusion
VLMR-MEX-GUBERNAMENTAL 28.10529586 100 This asset has ARCH efect

VLMR-MEX-UMS 28.10529586 55 This asset has ARCH efect
IPCB100 28.10529586 31 This asset has ARCH efect

S&P-CITB100 28.10529586 51 This asset has ARCH efect
EFFAUSB100 28.10529586 28 The test is not conclusive

MSCIWORLDGB100 28.10529586 60 This asset has ARCH efect

Table A.2. ARCH efect test resume
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0 ' i

    
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅    

    

   ⋅ ⋅      
' '

1
1 1 1C =  I - 1 1 X  I - 1 1 X , X = [r , ...,r ]
n n n

 (16)

Each date t  or returns vector tr  from that date was included in the “unusual 
dates” set Θ  by following the rule:

 2
95%,t X ν∈Θ⇔℘ >tr  (17)

Where ν are the degrees of freedom related to the number of assets included 
in the covariance matrix 0C . Once Θ  and CΘ  are defined with (16), two 
correlation matrixes were calculated for the usual and unusual date sets and 
the correlation of CΘ  was compared with Θ , leading to the results shown in 
Table A.3. 

As noted, the correlation observed in “unusual times” increased in eight 
of 15 pairs of assets (or markets), suggesting the presence of correlation 
clustering in turbulent or unusual times. This can also be observed in the 
difference of the effective correlation (determinant) value observed in both 
matrixes.I

Asset type VLMR_MEX_UMS EFFAUSB100 SP500TRB100 MSCIWORLDGB100 VLMR_MEX_GUBERNAMENTAL IPCB100
VLMR_MEX_UMS 1 0.408287007 -0.340421318 -0.352979265 -0.04527618 -0.010496348

EFFAUSB100 0.408287007 1 -0.417051245 -0.354964665 0.196305779 0.05721501
SP500TRB100 -0.340421318 -0.417051245 1 0.91810741 0.099137752 -0.052602401

MSCIWORLDGB100 -0.352979265 -0.354964665 0.91810741 1 0.110340901 0.008871604
VLMR_MEX_GUBERNAMENTAL -0.04527618 0.196305779 0.099137752 0.110340901 1 -0.019101146

IPCB100 -0.010496348 0.05721501 -0.052602401 0.008871604 -0.019101146 1
Efective correlation (Determinant) 0.089648924

Asset type VLMR_MEX_UMS EFFAUSB100 SP500TRB100 MSCIWORLDGB100 VLMR_MEX_GUBERNAMENTAL IPCB100
VLMR_MEX_UMS 1 -0.117425925 -0.369673719 -0.416630382 0.255163266 -0.143888126

EFFAUSB100 -0.117425925 1 -0.286097744 -0.255187292 -0.057908116 0.365550275
SP500TRB100 -0.369673719 -0.286097744 1 0.9557821 0.481861901 -0.08956764

MSCIWORLDGB100 -0.416630382 -0.255187292 0.9557821 1 0.49041005 -0.049046676
VLMR_MEX_GUBERNAMENTAL 0.255163266 -0.057908116 0.481861901 0.49041005 1 -0.151424226

IPCB100 -0.143888126 0.365550275 -0.08956764 -0.049046676 -0.151424226 1
Efective correlation (Determinant) 0.023188107

Asset type VLMR_MEX_UMS EFFAUSB100 SP500TRB100 MSCIWORLDGB100 VLMR_MEX_GUBERNAMENTAL IPCB100
VLMR_MEX_UMS 0 0.525712932 0.0292524 0.063651118 -0.300439446 0.133391778

EFFAUSB100 0.525712932 0 -0.130953501 -0.099777373 0.254213895 -0.308335266
SP500TRB100 0.0292524 -0.130953501 0 -0.03767469 -0.382724149 0.036965239

MSCIWORLDGB100 0.063651118 -0.099777373 -0.03767469 0 -0.380069149 0.05791828
VLMR_MEX_GUBERNAMENTAL -0.300439446 0.254213895 -0.382724149 -0.380069149 0 0.132323079

IPCB100 0.133391778 -0.308335266 0.036965239 0.05791828 0.132323079 0
Determinant diference 0.066460817

Table A.3 Correlation matrix comparisson in "unusual" and "usual" dates.

Correlation level difference between "unsual" and "usual" dates

"Usual dates" correlation matrix.

"Unusual dates" correlation matrix.
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Resumen

Es bien sabido que la distribución de probabilidad Weibull encuentra 
aplicación en la modelación de procesos o fenómenos que involucren 
riesgo, por ejemplo sismos, falla en la operación de un equipo o sistema, 
tiempo de vida, etc. Para inversionistas financieros es importante contar, 
para la toma de decisiones, con un método o metodología que estime 
cuándo será más probable que ocurra un evento crítico, como pudiera 
ser la caída o alza considerable en el precio de cotización de una deter-
minada acción bursátil. En este trabajo se aplica el modelo Weibull en la 
distribución del tiempo al cual ocurren dos eventos críticos consecuti-
vos. Caso de análisis: acción bursátil CEMEX.

Clasificación JEL: C22, C46 y C58

Palabras clave: distribución Weibull, ajuste de funciones, series de 
tiempo financieras, altas y bajas en precio.

Weibull Model Application for the Analysis of Critical Events in Stock Prices

Abstract
It is well known that the Weibull probability distribution finds application 
in phenomenon or processes modeling in�ol�ing risk, such as earthquakes, 
break down of equipment or system, life-time, etc. Financial in�estors wish 
to count on methods or methodologies to support decisions making, esti-
mating when a critical e�ent is more likely to occur, such as downs or ups 
of a certain share price. In this paper we present the Weibull model appli-
cation for the occurrence time random �ariable between two consecuti�e 
critical e�ents. Study case: CEMEX equity shares.

JEL classification: C22, C46 y C58

Key words: Weibull distribution, function adjustment, financial time se-
ries, market price mo�ements.
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1. Introducción 

Tradicionalmente la distribución de probabilidad Weibull se ha empleado 
en la teoría de confiabilidad para modelar fenómenos de falla y degrada-

ción (Kalbfleish,(1980)), encontrando aplicación en el mantenimiento pre-
ventivo de elementos, ensambles, equipos, sistemas, etc. (Lyonnet, (1991). A 
la variable aleatoria involucrada se le ha denominado de muy diversas formas 
como por ejemplo, tiempo de vida, tiempo de servicio, tiempo de falla, entre 
otras. Conceptualmente la variable aleatoria se entiende como el tiempo o 
espacio que ocurre entre dos eventos considerados caóticos o críticos en la 
operación o funcionamiento de un equipo o sistema. El analista o administra-
dor del equipo o sistema desearía estimar la fecha de ocurrencia del próxi-ía estimar la fecha de ocurrencia del próxi- la fecha de ocurrencia del próxi-
mo evento para tomar la decisión más adecuada antes de que se presente el 
evento, como pudiera ser darle servicio de mantenimiento, remplazarlo, e 
incluso puede dar pauta para cancelar el servicio que brinda tal equipo. 

La modelación de datos financieros en las operaciones de transacción 
es un tópico en desarrollo en la econometría. Se ha creado una nueva lite-
ratura comúnmente referida como “la econometría de las finanzas de alta 
(ultra) frecuencia” Bauwens-Hautsch (2007). Las variables de interés más 
comunes en este tipo de operaciones son el tiempo entre dos transacciones 
consecutivas (trade- duration) y el tiempo entre dos cotizaciones conse-
cutivas (quote–duration). El análisis de datos financieros con alta frecuen-
cia teniendo la característica de que el espaciamiento entre transacciones 
consecutivas es irregular, fue tratado originalmente por Engle and Rusell 
(1998), quienes introdujeron el modelo de Duración Condicional Autore-
gresivo (ACD). Muchos otros investigadores han seguido la pauta marcada 
por Engle and Rusell desarrollando modelos en el campo de la econometría 
financiera: Zang et al, (2001), Pathmanathan D. et al, (2009) por citar algu-
nos de éstos. Peiris M.S. et al, (2007), hacen una revisión de las publicacio-
nes realizadas sobre series de tiempo financieras con el enfoque ACD. En 
todos estos trabajos se ha aplicado la distribución de probabilidad Weibull 
como una herramienta de modelación exitosa. 



76 Volumen 3, número 1, enero - junio 2013

Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

Cabe mencionar que en ninguno de los trabajos existentes en la literatura 
se ha aplicado la distribución Weibull para la modelación del tiempo en que 
ocurren dos eventos consecutivos considerados críticos en la baja del precio 
de cotización de una acción bursátil, o bien de alza en el precio, que es el caso 
de estudio del presente trabajo.

El objetivo principal de esta aplicación es el de poder contribuir con un 
elemento más, que consideramos relevante, en la toma de decisiones. 

2.- Metodología.

Caracterización del modelo Weibull.
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Identificados los puntos críticos, se determinan los tiempos de ocurrencia 
entre éstos, los cuales representarán los valores de la variable aleatoria. Para 
nuestro caso de estudio alcanzó un rango igual a 13 días. La Gráfica 2 ilustra 
el polígono de frecuencias.

En esta gráfica podemos observar que presumiblemente la variable aleatoria 
sigue la forma típica de la distribución Weibull, la cual será la hipótesis a con- típica de la distribución Weibull, la cual será la hipótesis a con- distribución Weibull, la cual será la hipótesis a con-
siderar, contra la hipótesis alternativa de que no lo sea.

Gráfica 1. Cemex: Precios al cierre.

Aplicación del modelo Weibull en el análisis de eventos críticos en 
precios  bursátiles 
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Cuadro 1. Valores de respuesta y de variable independiente  
para estimar la línea de regresión. 

 
Días 
(t) ln (t) ln (ln  

 ( ) ) 

2 0.693147181 -1.525081273 
3 1.098612289 -0.600447766 
4 1.386294361 -0.063191602 
5 1.609437912 0.317033912 
6 1.791759469 0.605725609 
7 1.945910149 0.805603419 
8 2.079441542 1.021386719 
9 2.197224577 1.169032176 
10 2.302585093 1.393718246 
11 2.397895273 1.552434286 
12 2.48490665 1.552434286 
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En la Gráfica 4 se muestra el contraste entre la distribución de frecuencias 
relativas acumuladas con la función de distribución de probabilidad Weibull:

Se observa en esta última figura que ambas curvas siguen la misma trayectoria, 
es decir, tienen la misma forma. Sin embargo, presentan una sensible 
discrepancia.
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modelo Weibull (E[T]= 4.43 días, σ2  =5.77). 
 
 
 
4. Análisis de sensibilidad 
 
Con el propósito de observar los cambios en valor de los parámetros de escala y de 
forma, así como también en los dos primeros momentos de la distribución Weibull a 
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n     Eventos   α β Media Varianza 
250 55 1.70 4.35 4.38   5.59 
500 116 1.77 4.17   4.21   4.77 
750 172 1.64 4.24   4.29   5.70 
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La variable Ji-cuadrada alcanza el valor de 7.2045. Refiriéndonos a valores 
tabulados para esta variable con 8 grados de libertad y nivel de significancia 
del 1%, se tiene el valor de 20.09. Con esto se interpreta que el valor calcu-
lado para la variable Ji-cuadrada es estadísticamente significativo como para 
no rechazar la hipótesis de que ocurra el modelo Weibull (E[T]= 4.43 días, σ2 

=5.77).

4. Análisis de sensibilidad

Con el propósito de observar los cambios en valor de los parámetros de es-
cala y de forma, así como también en los dos primeros momentos de la dis-
tribución Weibull a medida que el tamaño de muestra (n) aumenta, se expe-
rimentó con varios niveles, 250, 500, 750, 1000 1250, 1500, 1750 y 2000, 
cubriendo un periodo de 1 a 8 años (aproximadamente) de información his-
tórica. Se obtuvieron los siguientes resultados:
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   En la gráfica 5 se observa que el número de eventos  ( mínimos locales ) son 
directamente proporcionales al tamaño de muestra. 
 
 
 
 
 

 

 
 
    Para un tamaño de muestra mayor a 1000 los parámetros de forma y de escala 
presentan estabilidad (ver gráfica 6). 
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 n  Eventos 	α β Media Varianza

 250 55 1.70 4.35 4.38  5.59

 500 116 1.77 4.17  4.21  4.77

 750 172 1.64 4.24  4.29  5.70

  1000 224 1.66 4.40  4.44  6.02

  1250 279 1.73 4.44  4.46 5.64

  1500 334 1.75 4.46   4.47  5.55

  1750 390 1.77 4.45  4.46  5.42

  2000 445 1.75 4.44  4.45  5.45

Cuadro 3. Resultados en el análisis de sensibilidad.

En la Gráfica 6 se observa que el número de eventos ( mínimos locales ) son 
directamente proporcionales al tamaño de muestra.

Para un tamaño de muestra mayor a 1000 los parámetros de forma y de esca-
la presentan estabilidad.

Gráfica 6. Valor de parámetros α y β vs tamaño de muestra.
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Al observar el comportamiento de media y varianza (Gráfica 7), se presume 
que la distribución se torna estacionaria para muestras de tamaño mayor a 
1500 elementos.

Se aplicó esta metodología de análisis a otras series de tiempo de emisoras 
bursátiles tales como América Móvil, Grupo Financiero Banorte, Grupo Mé-
xico, Walmart, obteniendo resultados exitosos, muy similares a los aquí mos-
trados.

5. Problema de aplicación

Un inversionista que posee una cantidad considerable de títulos de la empre-
sa CEMEX. Desea contar con un esquema que le brinde de alguna manera in-
formación cuantitativa adicional para considerar si debe conservar los títulos 
o tomar la decisión de vender.

Solución:

Aprovechando el análisis elaborado en las secciones anteriores para la acción 
bursátil CEMEX, habiendo determinado que la distribución Weibull modela 
adecuadamente los eventos tipificados aquí como puntos críticos (baja, alza 
en precio), y teniendo en cuenta que el inversionista tiene títulos en su poder, 
será conveniente elaborar un cuadro informativo sobre las probabilidades de 
que ocurra baja en precio precisamente el día de mañana.

Gráfica 7. Valores de media y varianza vs tamaño de muestra.
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Los eventos a considerar para el cálculo de sus probabilidades son de-
nominados como eventos condicionados, ya que conociendo el hecho de que 
han transcurrido d unidades de tiempo (días) desde que ocurrió la baja en 
precio, ésta se presente al día siguiente.
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Gráfica 9. Probabilidades condicionales vs días transcurridos 
desde última baja en precio. 
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Por ejemplo, tomando el caso de que han transcurrido 10 días desde que se 
presentó la baja en precio, la probabilidad de que al día siguiente ocurra este 
evento será de 53% aproximadamente.

Es de esperarse que a mayor número de días transcurridos sin que se 
haya presentado la baja en precio, las probabilidades de que este evento ocu-
rra al día siguiente son cada vez mayores.

6. Conclusiones

En este trabajo de investigación se ha aplicado la función de probabilidad 
Weibull, considerada en la literatura como una herramienta para la mode-
lación de procesos que involucren riesgo. Trasladando la idea de “riesgo” al 
caso de pérdida cuando se tienen títulos financieros en propiedad y que se 
coticen a un precio menor al adquirido. Resulta valioso para el administrador 
financiero contar con un modelo que le brinde una medida más de apoyo en 
la toma de decisiones. Se encontró como resultado de esta aplicación que el 
modelo Weibull es robusto cuando el número de datos informativos sobre el 
valor de la acción financiera es grande (mayor a 1500). El enfoque aquí pro-
puesto es válido en el análisis de alza en precio del título financiero.
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