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Presentacion

a Red para el Analisis de Riesgos Financieros esta integrada por un
grupo interdisciplinario de académicos de diversas unidades de la
UAM. Su propdsito es estudiar problemas planteados por los mer-
cados financieros, y proponer formas alternativas de abordarlos, en concor-
dancia con los ultimos avances de las teorias y metodologias en las finanzas y
el analisis, administraciéon y modelado de riesgos financieros. Las finanzas y la
administracion de riesgos son areas de conocimiento que han experimentado
notables avances derivados, no s6lo de los mercados financieros sino también
del desarrollo de la informatica y la computacién. No obstante, atin se tiene un
largo camino que recorrer como evidencian las ultimas crisis financieras que
han afectado no tinicamente a los mercados financieros internacionales sino
también a multiples sistemas econémicos. Se pretende que el trabajo genera-
do en este espacio multidisciplinario contribuya al analisis de la inestabilidad
de los mercados e instituciones financieras; asimismo, que los productos de
investigacion apoyen a los agentes involucrados en la toma de decisiones al
considerar fendémenos de riesgo y sus mecanismos de identificacion, control,
regulacion y administracién a nivel corporativo, sectorial y macroeconémico.
Se espera que la Red para el Andlisis de Riesgos Financieros sirva como
medio para la generacién de conocimientos, teorias y herramientas metodolé-
gicas utiles para agentes y mercados, que fortalezca el avance de las finanzas,
e influya positivamente en los procesos de adaptacion, innovacién y comuni-
cacion de resultados de investigacion de esta disciplina; ademas, que se con-
vierta en un mecanismo de vinculacion de los esfuerzos de investigacién que
diversos académicos o colectivos realizan de manera aislada, conjuntando el
trabajo de investigadores destacados de otras instituciones de excelencia.
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Con larevista Estocdstica: finanzas y riesgo, la Red para el Analisis de Ries-
gos Financieros, crea un vehiculo de comunicaciéon que busca impulsar el es-
tudio y andlisis de las finanzas y la administracion de riesgos.

El objetivo de la revista es contribuir al desarrollo del conocimiento de las
finanzas, la administracién y modelado de riesgos, y la ingenieria financiera,
asi como promover la comunicacidn de resultados de investigacion original,
tanto tedrica como empirica relacionada con el estudio y practica de estas
disciplinas.

Con este primer nimero se abre un espacio de colaboracién que se forta-
lecera con la participacién de la comunidad especializada. Les invitamos cor-
dialmente a formar parte de este esfuerzo.

Comité Editorial.
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RESUMEN

En este articulo se presenta la metodologia, los resultados y las
conclusiones de un analisis comparativo del comportamiento del
indice de confianza del consumidor de México usando dos modelos
diferentes de regresion: el método tradicional de minimos cuadrados
y el método de regresion borrosa. Considerando como variables
independientes el indice de inflacidn y la cotizacion del délar para

los trimestres de 2006 a 2009. Los modelos borrosos que se utilizan
resultan ser mas apropiados que los modelos por minimos cuadrados,
en los cuales se obtienen ordenadas al origen no creibles y de dificil
interpretacion. Los intervalos de confianza posibilisticos son mucho
mas reducidos que los intervalos de confianza probabilisticos al 95%.
Palabras clave: Regresidn lineal, regresion borrosa, programacion
lineal borrosa.

ABSTRACT

This paper presents the methodology, results and conclusions of a
comparative analysis of the behavior of the Mexican Consumer
Confidence Index using two different regression models; the traditional
least squares method and the fuzzy regression method, considering as
independent variables the inflation rate and the dollar —-peso exchange
rate, for the quarters from 2006 to 2009. The fuzzy models used are
more appropriate than the least squares models in which the resulting
y interceptions are difficult to interpret and sometimes illogical.

The posibilistic confidence intervals are a lot more reduced than the
probabilistic confidence intervals at 95%.

Keywords: Linear regression, fuzzy regression, fuzzy linear
programming.

Clasificacion JEL: C01, C13, C18, C58
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1. Introduccion

n el presente trabajo se expone la utilizacién de la regresion lineal por

minimos cuadrados asi como un instrumento de regresion alternativo, la
regresion borrosa. La regresion borrosa es mas versatil que los convenciona-
les modelos de regresion estadisticos, ya que permite hallar relaciones funcio-
nales cuando la variable dependiente, las variables independientes o ambas
no se manifiestan como valores Unicos, sino como intervalos de confianza en
posibilidad y no en probabilidad. Estos instrumentos de tipo borroso se dife-
rencian de los econométricos usuales, donde se deben reducir las observacio-
nes a un valor representativo, con la posible pérdida de informacién que ello
implica.

El Indice de Confianza del Consumidor (1cc) de México, proviene de la En-
cuesta Nacional sobre la Confianza del Consumidor (ENcoO) elaborada conjun-
tamente por el Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e Informatica (INE-
GI) y el Banco de México, y refleja la percepcion que los hogares urbanos de
México tienen acerca del estado actual y la situacidon esperada de la economia
de los propios hogares, asi como del pais en general. La ENco se lleva a cabo
durante los primeros veinte dias de cada mes y tiene como base una muestra
de 2,336 viviendas urbanas a nivel nacional, en las que se entrevista de forma
personal al informante, quien por lo menos debe tener 18 afios de edad.

La ENCO se recaba en 32 ciudades que comprenden a la totalidad de las
entidades federativas del pais y el nivel de confianza de sus resultados es de
90% con un error maximo esperado de 15%.

La informacidn del 1cc se expresa en forma de indice con base en enero de
2003=100, el cual resulta de promediar cinco indices parciales, de los cuales
dos hacen referencia a la situaciéon econémica actual y esperada del hogar en-
trevistado, otros dos atienden a la situacién econdmica actual y esperada del
pais y el quinto indice refleja qué tan propicio es el momento actual para la
compra de bienes de consumo duraderos. Los conceptos de los cinco indices
mencionados son:
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1. Comparada con la situaciéon econdémica que los miembros de este
hogar tenian hace 12 meses, ;cémo cree que es su situacion en este
momento?

2. ;Cémo considera usted que sera la situacion econdmica de los
miembros de este hogar dentro de 12 meses, respecto a la actual?

3. (Cémo considera usted la situacion econdmica del pais hoy en dia
comparada con la de hace 12 meses?

4. ;Como considera usted que sera la condiciéon econémica del pais
dentro de 12 meses respecto a la actual situacion?

5. Comparando la situacién econémica actual con la de hace un afio,
;como considera en el momento actual las posibilidades de que us-
ted o alguno de los integrantes de este hogar realice compras tales
como muebles, televisor, lavadora, otros aparatos electrodomésti-
cos, etcétera?.

En cada una de las cuatro primeras preguntas los entrevistados tienen cinco
opciones de respuesta: mucho mejor, mejor, igual, peor y mucho peor. En la
quinta pregunta las opciones son: mayores, iguales y menores. Los pondera-
dores utilizados para cada opcion de respuesta se dan en la Tabla 1.

Tabla 1. Ponderadores utilizados en el ICC.

Opcioén de respuesta Ponderador
Mucho mejor o mayores 1.00
Mejor 0.75
Igual 0.50
Peor 0.25
Mucho peor o menores 0.00

Fuente: INEGI 2010.

Ahora bien, el Indice de Inflacién (II) es proporcionado por el Banco de Mé-
xico, el cual es el banco central del Estado Mexicano, constitucionalmente

1 O Num. 1 / enerojunio / 2011
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auténomo en sus funciones y administracion, cuya finalidad es proveer a la
economia del pais de moneda nacional. En el desempeiio de esta encomienda
tiene como objetivo prioritario procurar la estabilidad del poder adquisitivo
de dicha moneda. Adicionalmente, le corresponde promover el sano desarro-
llo del sistema financiero y propiciar el buen funcionamiento de los sistemas
de pago. La informacién que se presenta se obtuvo del INEGI, cabe mencionar
que el indice base igual a 100 corresponde a la segunda quincena de junio de
2002, (INEGI, 2010a) y (INEGI, 2010b).

La politica cambiaria en México, es responsabilidad de la Comisién de
Cambios, integrada por funcionarios de la Secretaria de Hacienda y Crédito
Publico y del Banco de México. A finales de 1994, dicha Comisién acordé que
el tipo de cambio fuese determinado libremente por las fuerzas del mercado.

El tipo de cambio del délar (FIX) es determinado por el Banco de México
con base en un promedio de las cotizaciones del mercado de cambios al mayo-
reo para operaciones liquidables el segundo dia habil bancario siguiente, los
datos para este estudio se obtuvieron del Banco de México (Banxico, 2010).

En este trabajo se eligieron las variables Il y FIX como variables inde-
pendientes de la variable respuesta ICC, puesto que como se observa de las
preguntas que se realizan a los consumidores para obtener tal indice, éstas
se refieren a situaciones econémicas pasadas, presentes y futuras, por lo que
consideramos que tanto el Il como el FIX inciden de manera directa sobre las
respuestas, realizadas de manera subjetiva, de los encuestados, puesto que
estan intimamente relacionadas con sus creencias y espectativas de la situa-
ciéon econdémica personal, familiar y del pais, por lo que estdn basadas en la
posibilidad y no en términos de la teoria de probabilidades, por lo que este
tipo de situaciones son muy propicias para utilizar principalmente la mode-
lizacién de tipo borroso, donde mas que utilizar valores exactos (“crisp” en
inglés), se consideran intervalos de confianza posibilisticos.

Ademas, respecto al modelado con regresiéon borrosa se indica en De An-
drés Sanchez . y Tercefio Gomez A., (2002):

Respecto a esta forma de modelizacién, creemos que de alguna for-
ma, ofrece ciertas ventajas sobre la tradicional técnica de regresion.
En primer lugar, porque las estimaciones que obtengamos después de
ajustar los coeficientes borrosos, no serdn variables aleatorias, y por
tanto, en muchas ocasiones de dificil tratamiento numeérico, sino nu-
meros borrosos, cuyo tratamiento es mds sencillo.

11
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2. Regresion por minimos cuadrados

En términos generales, la técnica usual de regresion lineal por minimos cua-
drados ordinarios (Mc0), consiste en ajustar un hiperplano tal que la distancia
cuadrada de las observaciones al hiperplano sea minima. Se considera que
existen elementos de perturbacion estocasticos e independientes, que deno-
tamos como ¢, los cuales se acostumbra considerar que siguen una distribu-
ciéon normal, con media cero y varianza o 2. Se desea encontrar una estima-
cién de los pardmetros a,, denotada como 4&,, para i =0,1,2,...,m, porlo que
se desea minimizar z = Zj:l(Yj —Yj)z, donde YJ es el valor estimado de E[Y]

como funcién de las variables X ;, X, ;,...,X, ;,y nes el nimero de obser-
vaciones; después de hallar los valores estimados de 4,,4,,...,4,,, es decir:
Y, =a,+a, X, +a,X,, +...+a,X, 8]

Finalmente, los parametros 4, se pueden encontrar mediante:
a=X"X)"'x"y (2)

Bajo los supuestos de normalidad, independencia y homocedasticidad, los es-
timadores @,, i =0,1,2,...,m, del Mco son MELL, i.e,, son estimadores lineales
insesgados con varianza minima.

Antes de calcular estos estimadores se deben verificar los supuestos se-
nalados anteriormente, lo que en muchas ocasiones (si no es que en la mayo-
ria) es dificil de verificar o se pasa por alto, ya sea porque se cuenta con una
pequefia cantidad de observaciones (Yj,Xj ), j =1,2,..., n, o éstas ni siquiera
son soportables por el tipo de problema y/o escalas de medicion utilizadas,
esto sin considerar que el modelamiento de tipo lineal (o linealizable) sea el
adecuado.

Por lo anterior, si tan s6lo contamos con una muestra pequeiia, la cual en
si ya puede contener cierto ruido con funcién de probabilidad desconocida
(ademas es casi imposible considerar todas las variables que son importantes
o indicativas para cualquier modelo), es interesante suponer un modelamien-
to detipoborroso, es decir, Y, =a,X,,+aX,;+...+a,X,,, j=L2..n,
donde 4,,7=0,1,2,...,m son numeros borrosos. Por supuesto, de manera

1 2 Num. 1 / enerojunio / 2011
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analoga a la de Mco, una vez que se disponga de la muestra, el objetivo sera
el de ajustar los coeficientes a,, i = 0,1,2,...,m bajo cierto criterio de mejor
ajuste. Obsérvese que en este caso el término de error no queda introducido
en el modelo, sino que se incorpora en los coeficientes al ser éstos niimeros
borrosos.

3. Regresion borrosa

Con el fin de facilitar la lectura del presente trabajo, sélo presentamos algunos
conceptos, en cualquier caso, para una exposicion mas detallada de los mis-
mos puede consultarse por ejemplo Sakawa y Yano (1992), Tanaka e Ishibuchi
(1992), asi como De Andrés Sanchez y Tercefio Gémez (2002) y De Andrés
Sanchez y Tercefio Gomez (2002a), para los conceptos y definiciones nos he-
mos basado en las dos ultimas referencias.

Los modelos de regresiéon borrosa, tienen como objetivo, al igual que toda
técnica deregresion el determinar unarelacion de tipo funcional entre una varia-
ble dependiente (llamada también de respuesta) Y respecto de una o varias va-
riables independientes o explicativas, digamos X = (X, X,,..., X, ), X, =1L
En nuestro caso Y sera el indice de confianza del consumidor y el vector X el
indice de inflacion y la cotizacion del délar.

En general, para obtener un modelo de regresion borrosa se necesita consi-
derar los tres puntos siguientes:

1. Determinacidon de los coeficientes de la regresion.
2. Determinacién de la bondad del ajuste.
3. Medicion de la congruencia de las estimaciones.

Cada punto se desarrolla a continuacion.

3.1 Determinacion de los coeficientes de la regresion

Inicialmente se tiene una muestra: (Y, X)), ...,(¥,,X,), donde:

1. Se considerard cada Y, como un intervalo real (le, sz) ,
j=1,2,...,n,que esta determinado a través de su centro y de su
radio como:

V= <YV > 3)

13
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donde:

Y +Y} Y -Y!
YjC:]zj YjR:]2] {4)

Por supuesto, si YJ es un numero cierto o exacto, Y/R =0.

2. Asumimos que la relacion existente entre la variable dependien-
te Y, que puede venir dada por un intervalo de confianza, y las
variables independientes X, X,,..., X, eslineal, de forma que:

Y=A0+A1x1+A2x2+...+Amxm. (5)

donde 4,, i=0,1,...,m son intervalos de confianza posibilisti-
cos de la forma:

A=<a.,a,> 1i=0]1,...,m. (6)

De esta forma, si denominamos como Yj = <Y/C,Y;R > al
intervalo de confianza correspondiente al valor que esti-
mamos para la j-ésima variable independiente, Y;, después
de hallar dicha estimacién se realizaria mediante la suma:
Y =4 +AX,+A4X,, +..+4,X,., j=12,..,n, pode-
mos expresarla a través de sus centros y sus radios, que seran
funciones de los centros y de los radios de los parametros 4,,
i=1,2,....,m:

m
<YstYjR> =z<aicaaiR>XiJ= (7)
i=0

m m
<Da.X,, ZaiR‘Xij‘ > j=12,...,n.
i=0 i=0

3.2 Determinacion de la bondad del ajuste

La bondad del ajuste es inversa a la incertidumbre (amplitud) de las estima-
ciones de las observaciones, la cual se obtiene como:

14 Num. 1 / enerojunio / 2011
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m
YjRZZa[R‘X,.j‘:aOR+a1R’XU‘+...+amR‘XW‘. (8)
i=0

Por lo que, se desea minimizar la “incertidumbre total” (amplitud total) de
todas las estimaciones, es decir:

Minimizar z = Zn:YjR = Zn:iam ‘Xy.‘ (9)

j=1 j=1i=0

3.3 Medicién de la congruencia de las estimaciones

Los pardmetros 4,,4,,...,4,,, deben satisfacer no sélo que la incertidumbre
de Y] sea la menor posible, sino que Y] sea lo mas congruente posible con la
observacion de la variable explicada que pretenden aproximar, Y,. En este
contexto, cabe definir dos aproximaciones a “Y/. congruente con Y/

La primera aproximacion Tanaka e Ishibuchi (1992), consistiria en exigir
que la observacién esté incluida dentro de su estimacion, por lo que se ten-
dra:

YjC_Y}R S)jjc_),jR j:1,2,...,l’l, (]O)
y
VetV 2Yie+Yy j=12...n, (1)
Otra aproximacién Sakawa y Yano (1992), consistiria en exigir que la observa-
cion sea “igual” a su estimacion, es decir, ¥, = Y'j , por lo que se tendra:

YjC_YjR SY;C +Y;R j:1,2,,n, (]2)

y
P+ ¥p2Y =Y, j=12...n

J

(13)

Respecto a la determinacion de los centros de los parametros, existen dos en-
foques principales:

15
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a) Tanaka e Ishibuchi determinan los centros a,.,4,,...,4,, ala

vez que determinan los radios @z, z,---,a,,p .
b) En cambio Savic y Pedrycz determinan el vector de centros
T _ . P . .
ac = (ayc,a,c,...,a,c) mediante minimos cuadrados ordinarios
(Mmco).

Por tanto, si se busca minimizar la funcion z dada en la ecuaciéon 5 se obtienen
los siguientes programas de optimizacién para determinar los pardmetros 4.:

i) Cuando se desea que las estimaciones Y contengan las variables
independientes observadas, Y, es dec1r Y, c Y Vj, se debera
resolver el siguiente programa lmeal.

(14)

n n m
Minimizar z = ZY;R = ZZ“!‘R ‘Xl ,
j=1

j=1i=0

sujeto a las restricciones 15 a 17 dadas por:

Za,CX ZalR‘

/C_ R j 12,...,11, (]5)

Vi =D e Xy + 2 an|Xy[2 Ve + Y, j=12,...m, (16]
i=0 i=0

a,=201i=01,....,m. (17)

ii) Si las estimaciones que se obtienen de las variables independien-
tes Y son lgualesalas realmente observadas, Y ,j=12,...,n,es

dec1r Y , se debera resolver el siguiente programa lineal:
Minimizar z= Z;YjR = Z;Z(;am ‘Xij‘ (18)
Jj= j=li=

sujeto a las restricciones 19 a 21 dadas por:

16 NUm. 1/ enero-junio / 2011
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m m
ch —YjR = Zal.ch.j —Za[R‘X,.j‘S Ye+Y,p j=12,...,n, (19)
i=0 i=0

YjC+YjR:iaiCXﬁ+iaiR’XU‘2)/jc_}]jR J=12,....n (20]
i=0 =0

a,=>01i=01,...,m. (21)

En cada sistema anterior, si se decide determinar los centros y los radios de
los parametros A4, 4,,...,4,, simultdneamente las variables decisiéon seran
tanto @,c,qc5---54,,c COMO Qyp,dp,...,q,, Mientras que si los centros se
han prefijado previamente mediante Mco, las variables decisién quedarian re-
ducidas al conjunto a@yz,a,5,..., Q-

3.4 Prediccion con regresion borrosa
Tras haber ajustado los parametros de la regresion, obtendremos la siguiente
relacion entre la variable explicada y las explicativas:

VY=4,+A4X,+..+4,X,. (22)

Por tanto, la prediccién de Y, que notaremos como Ye, sera:

m
Y, = <YeC’YeR>:Z<aiC’aiR > X, =
-0

(23)

m m
< ZaiCXie’ zaiR|Xie| >’ con XO,e =1
i=0 i=0

4. Resultados

Se cuenta con informacidn de tipo histérico desde enero de 2006 a diciem-
bre de 2009. En este estudio se trabajo con los promedios trimestrales. El 1cc

)

considerado en este ensayo como la variable respuesta Y se pudo “fuzzificar”,
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utilizando la regla empirica, que no depende de ningtn tipo de distribucion de
probabilidad para valores de tipo cuantitativo, en el intervalo de una desvia-
cion estandar alrededor del valor promedio se concentran aproximadamente
65-68% de los datos. Por lo anterior, se obtuvieron los intervalos de confianza
borrosos Y; =<Y,.,Y; >, donde el subindice j se refiere al trimestre co-
rrespondiente. Y. serd igual al indice de confianza del consumidor, que es
el promedio de los indices explicados en la introduccién del presente traba-
jo, e YjR es la desviacion estandar de los valores de los indices considerados
en el mes. Los datos utilizados en el presente trabajo se obtuvieron de INEGI,
(2010ay 2010b); y se reportan en la Tabla 2.

Tabla 2. Promedios trimestrales de ICC, Il'y FIX.

ARo/trim. ICC/ Y, ICC/ Y, I FIX

2006/01 109.41 4.31 116.82 10.60
2006/02 109.06 2.60 117.25 11.18
2006/03 110.35 2.84 117.47 10.95
2006/04 108.07 3.61 119.73 10.89
2007/01 104.81 3.95 121.55 11.02
2007/02 106.27 2.54 122.00 10.87
2007/03 106.04 2.07 122.23 10.96
2007/04 102.34 4.68 124.30 10.85
2008/01 102.39 3.21 126.08 10.81
2008/02 94.23 5.39 127.59 10.43
2008/03 88.87 7.48 128.84 10.32
2008/04 83.29 8.87 131.55 13.04
2009/01 80.09 12.24 134.07 14.38
2009/02 80.47 13.39 135.32 13.31
2009/03 82.95 13.63 135.82 13.27
2009/04 78.42 14.53 137.36 13.06

Fuente: INEGI 2010.
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Cabe mencionar que se utilizé el paquete estadistico NCSS para resolver los
modelos por MCO, y el paquete LINDO para resolver los modelos de progra-
macién lineal obtenidos para encontrar los modelos borrosos. Los resultados
que se obtuvieron para los diferentes modelos propuestos fueron:

1. Modelos por minimos cuadrados ordinarios, obteniéndose las siguientes
rectas ajustadas de regresion junto con sus coeficientes de determinacion
en la Tabla 3.

Tabla 3. Rectas ajustadas por el modelo de regresion ordinario.

Modelo de Regresion R?
Y, =a,+all , =310.12-1.6911, ,. 0.9482
Y, a,FIX, ; =184.79—7.58FIX, . 0.6451

?j =a,+a,X,; +a,X,; =302.57-1.52II, ;, -1.19FLX, . 0.9547

Fuente: Elaboracion propia.

Es interesante observar en la Tabla 3, que el coeficiente de correlacién para
el modelo que considera sdlo a la variable independiente FIX es muy bajo con
respecto al modelo que sélo considera como variable independiente el I1. Ade-
mas, es posible observar que el coeficiente de correlacién del modelo que con-
sidera como variables independientes tanto el Fix como el I, es ligeramente
superior al modelo que sélo considera la variable II. De lo anterior es posible
afirmar grosso modo, que la variable FIX no proporciona mucha informacion
sobre el comportamiento (lineal) del icc.

En las Figuras 1 y 2 se muestran las rectas ajustadas por Mco de los dos
primeros modelos, es interesante observar en los resultados, que las ordena-
das al origen en los tres modelos obtenidos por Mco, tienen un valor mayor de
180, lo cual no proporciona una interpretaciéon adecuada al problema.
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Figura 1. Gréafica de la recta de ajuste por MCO, C1=ICC, C2 =II.

C1wvws C2

C1

1150 1213 12715 1338

C2

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2. Grafica de la recta de ajuste por MCO, C1=ICC, C3=FIX.
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C1vsC3

113 125
C3

Fuente: Elaboracion propia.
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Cabe mencionar que en un sentido estadistico estricto, con el modelo de re-
gresion por Mco, sélo es permitido pronosticar dentro del rango de valores
observados, aunque en la practica es usual utilizar este modelo ya sea para
interpolar o extrapolar, pero como en todo método de prondstico, hay que
tener cuidado, ya que se considera estacionariedad de las observaciones. En
cambio, con los modelos borrosos, este tipo de valores se pueden considerar
dentro del intervalo de confianza posibilistico, es decir, un intervalo borroso.

Para el modelo por Mco, se obtuvieron los valores a 95% de confianza
(probabilistico), expuestos en la Tabla 4.

Tabla 4. Limites de los intervalos de confianza para el mco.

Parametro Limite inferior Limite superior
a, 272.13 333.01
a, -1.87 -1.17
a, -3.09 0.70

Fuente: Elaboracion propia.

2. Modelo de Tanaka-Ishibuchi (Yj CY,;,Vj), optimizando 4, y optimi-

zando a,,i = 0,1,2. Para este modelo se encontraron los estimadores bo-

rrosos de la forma < a,.,a,, >,i =0,1,2, mediante el modelo dado por la
ecuacién 14 y las restricciones dadas por 15 a 17, obteniéndose:

Y =<91.396, 0> + < 0,0 > I + <0, 2.11> FIX,

con un valor de la funcién objetivo de z = 391.63.

En la Figura 3 se muestra la grafica, donde:

Serie 1: Y =91.396+2.11FLX, ,
Serie 2: ch +YjR, j=12,...n,
Serie3: Yo =Yy, j=12,...n,

Serie 4:Y =91.396—-2.11FLX, ,
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Figura 3. Grafica del modelo de Tanaka-Ishibuchi (Yj (= Yj,Vj ) para el ejemplo.
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Fuente: Elaboracion propia.

Se graficaron los valores considerando el intervalo de confianza de 95% para
estimadores de los pardmetros obtenidos y presentados anteriormente, junto
con los valores del modelo estimado por Mco, junto con el intervalo borroso
proporcionado por Tanaka e Ishibuchi, y se obtuvo la grafica de la Figura 4,

donde:

Serie 1: Y, =333.00-1.1711, , +0.70FLX, .
Serie 2: ¥, =91.396+2.11FLX,,
Serie 3: Y, =302.57-1.5211, , -1.19FIX, .
Serie 4: ¥, =91.396—2.11FIX,

Serie 5: ¥, = 272.13-1.871I, , —3.09FLX, .
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Figura 4. Comparacion del intervalo borroso vs. intervalo probabilistico.
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Fuente: Elaboracion propia.

3. Modelo de Sakawa-Yano (Yj =Y,,Vj), optimizando tanto &, como
dy, i=0,1,2. Para este modelo se encontraron los estimadores borrosos
de la forma (@,.,a;),i =0,1,2, mediante el modelo dado por la ecuacion
18 y las restricciones dadas por 19 a 21, obteniéndose:

Y = <100.498, 0> + < 0,0 > II + <0, 0.639 > FIX,
con un valor de la funcién objetivo de z =118.90.
En la Figura 5 se muestra la grafica donde:
Serie 1: ¥ =100.498+0.639FIX ,
Serie 2: ch +YjR, j=12,...n,
Serie3: Y. =Y, j=12,...n,

Serie 4: Y =100.498—0.639FLX ,
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Figura 5. Gréafica del modelo de Sakawa-Yano (Yj = Yj,Vj) para el ejemplo.
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Fuente: Elaboracion propia.

Se graficaron los valores considerando el intervalo de confianza de 95% para
estimadores de los parametros obtenidos y presentados anteriormente, jun-
to con los valores del modelo estimado por Mco, junto con el intervalo borro-
so proporcionando por Sakawa-Yano, obteniéndose la grafica de la Figura 6,
donde:

Serie 1: ¥, =333.00-1.1711, , +0.70FLX, .

Serie 2: ¥, =100.498+0.639F X, .
Serie 3: Y, =302.57-1.5211, , —1.19FLX, .

Serie 4: Yj =100.498 —0.639F1Xj .

Serie 5: ¥, =272.13-1.8711, , ~3.09F X, .
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Figura 6. Comparacion del intervalo borroso vs. el intervalo probabilistico.
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Fuente: Elaboracion propia.

En las figuras 3 y 5 se aprecian los valores (intervalos) observados con respec-
to a los valores (intervalos) calculados para los modelos borrosos utilizados.
En las figuras 4 y 6 se muestran los intervalos de confianza posibilisticos, la
curva de ajuste por Mco y los intervalos de confianza probabilisticos a 95%. Se
observa que los intervalos de confianza posibilisticos obtenidos por los mode-
los borrosos, tienen menor amplitud que los probabisticos a 95%.

5. Conclusiones

Recordemos que un primer paso fue “fuzzificar” la variable respuesta para
poder utilizar la modelacién borrosa al tomar el valor promedio mas menos
una desviacion estandar.

Como se deduce de los resultados, dos de los modelos de regresién por
MCO tienen un coeficiente de correlacion alto, pero a pesar de esto, se observa
que tiene una ordenada al origen de mas de 300, lo que no parece ser un buen
modelo del comportamiento real del 1cc con respecto del Il y del FIx.

En cambio, los modelos borrosos Tanaka-Ishibuchi y Sakawa-Yano, mues-
tran ser mas apropiados para este estudio, porque al considerar que a partir
de un valor del 1cc de 91.396 (100.498) existird una variacién de aproximada-
mente 2.11 (0.639) unidades por cada punto porcentual en que se incremente
el F1x, lo que parece mas ldgico para este problema en particular. Conside-
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rando adicionalmente la informacién que se obtuvo de los modelos de Mco,
se completa el estudio diciendo que la variacidn sera negativa. El modelo de
Tanaka-Ishibuchi es el que tiene el valor menor de la incertidumbre total.

En este trabajo no se consideraron los modelos borrosos donde se obte-
nian a priorilos centros de los parametros por McoO, por que como se observo,
al menos el valor de la ordenada al origen obtenida por Mco, no tiene una
buena interpretacidn con respecto al problema original.

Como una observacién interesante para los modelos por Mco, la variable
mas importante fue 11, contrariamente a los modelos borrosos en el que fue la
variable FIx. De la observacion anterior, podemos decir que, s6lo se estan pre-
sentando varios modelos, los cuales en realidad pueden considerarse como
complementarios para realizar el estudio, y que como modelos, nos permiten
tener un mejor conocimiento del fenémeno real.

Cabe mencionar que este estudio se puede ampliar considerando otros
criterios de “fuzzificacién”, asi como otros tipos de niimeros borrosos y dife-
rentes modelos.
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RESUMEN

Investigaciones recientes sobre la volatilidad de los mercados de
valores resaltan los problemas asociados con la correlacion de
precios dependiente en el tiempo, asi como sus implicaciones en

el comportamiento estocastico de los rendimientos. Numerosos
enfoques y modelos empiricos han sido aplicados para examinar
dicho comportamiento, pero concentrandose en el caso de los paises
desarrollados. Pocos estudios se han avocado a analizar la presencia
de memoria larga en los mercados emergentes. Este trabajo intenta
superar esas limitaciones mediante el examen de la memoria larga de
los rendimientos diarios del indice de la Bolsa Mexicana de Valores
(BMV) para el periodo enero de 1983 a diciembre de 2009. Se aplican
modelos de la familia ARCH para analizar la volatilidad del mercado
y para modelar los rendimientos se especifica un modelo ARFIMA
(autoregressive fractionally integrated moving average). Se realizan
varias estimaciones suponiendo diferentes distribuciones para los
errores (distribucién normal, t de Student y t de Student asimétrica).
Posteriormente, las volatilidades estimadas se utilizan para calcular
el Valor en Riesgo (VaR) para las posiciones larga y corta. La evidencia
empirica confirma la presencia de memoria larga manifiesta en la
significancia del parametro de integraccion fraccionaria para los
rendimientos observados. Este resultado sugiere la posibilidad de
predecir los precios futuros y obtener ganancias extraordinarias,
contrario a lo que afirma la teoria de los mercados eficientes.
Finalmente, es de destacar que el analisis efectuado sugiere que los
modelos de volatilidad asimétrica podrian medir mejor el riesgo de
mercado, especialmente cuando se considera que el proceso de los
errores sigue una distribucion ¢ de Student sesgada.

Palabras clave: Valor en Riesgo, riesgo de mercado, memoria larga,
modelos ARFIMA, modelos GARCH.

Clasificacion JEL: C01, C13, C18, C22, C58, G11, G14, G32
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ABSTRACT

Recent studies on the volatility of stock markets stress problems
associated with time varying correlations of prices and their
implications to the stochastic behavior of returns. Numerous empirical
approaches and models have been applied to examine that behavior,
but emphasizing the case of the developed countries. Few studies have
been devoted to identify the presence of long memory in emerging
markets. This work is aimed to overcome such limitation through

the examination of the long memory behavior of daily returns of the
Mexican Stock Market Index for the period January 1983 to December
2009. ARcH family models are used to analyze the volatility of the
market and an ARFIMA (autoregressive fractionally integrated moving
average) model is specified to model the returns. Estimations are
made assuming different distributions for the errors (normal, Student
t, and asymmetric Student ¢ distributions). Then, the estimated
volatilities are used to compute the Value at Risk (VaR) for both long
and short positions. The empirical evidence confirms the presence

of long memory manifested in the significant level of the fractional
differencing parameter for the observed returns. This finding suggests
the possibility of predicting future prices and obtaining abnormal
profits, contrary to the assertions from the efficient markets theory.
The analysis also suggests that the asymmetric volatility models could
be better fitted to measure market risk, especially when a Student ¢
skewed distribution is assumed for the error process.

Keywords: Value at Risk, market risk, long memory, ARFIMA models,
GARCH models.

JEL classification: C01, C13, C18, C22, C58, G11, G14, G32
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1. Memoria larga y mercados financieros

Las series que se dice tienen memoria larga o dependencia de largo plazo
se caracterizan porque observaciones muy distantes en el tiempo estan
correlacionadas de manera no trivial, por lo cual al estimar empiricamente
las funciones de autocorrelacién se puede observar un decaimiento lento en
ellas debido a los efectos multiplicadores de largo plazo de shocks transito-
rios presentes en esas series. La posible presencia de memoria larga en los
rendimientos y volatilidad de los mercados financieros ha recibido marcada
atencion en la literatura financiera de las tltimas décadas. Su existencia indica
que la informacion presente esta altamente correlacionada con informacion
pasada; esto es, las realizaciones de las series no son independientes en el
tiempo de tal manera que rendimientos distantes influyen en realizaciones
futuras. De esta forma, la presencia de memoria larga en una serie financiera
facilita la prediccién y abre la posibilidad de obtener utilidades especulativas,
al contrario de lo que podria esperarse de acuerdo con las predicciones de la
teoria de los mercados eficientes en cuanto a la aleatoriedad en los cambios
observables en los precios. Otra implicacién importante es la aplicacién de los
modelos para el andlisis y la administracion del riesgo que requieren de series
de varianzas o volatilidades de los rendimientos, como es el caso del Valor en
Riesgo (VaR) que es ampliamente utilizado como medida del riesgo de merca-
do. La identificacion del comportamiento de memoria larga en los rendimien-
tos de los activos financieros que son parte de un portafolio de inversion debe
producir resultados mas conservadores y confiables en comparacion con los
que se obtienen en la medicién del VaR cuando no se toma en cuenta la pre-
sencia de memoria larga en la distribucion de los rendimientos.

Un enfoque importante para detectar la presencia de memoria larga ha
sido el de los modelos de series de tiempo ARMA con integracion fracciona-
ria (ARFIMA), introducidos por Granger (1980) y Granger y Joyeux (1980). La
evidencia presentada en cuanto a la existencia de memoria larga en los ren-
dimientos accionarios es mixta; por ejemplo, Mills (1993) muestra evidencia
de su presencia en el mercado estadounidense, en tanto que Lo (1991) ofrece
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evidencia contraria. Por tanto, es posible afirmar que, en general, la existen-
cia de memoria larga en los mercados desarrollados sigue siendo un debate
abierto, porque hay evidencia significativa de memoria larga en las volatili-
dades de los rendimientos de esos mercados. La evidencia sobre los merca-
dos emergentes confirma, aunque con algunas excepciones, la presencia de
memoria larga tanto en los rendimientos como en las volatilidades. Baillie y
Kapetanios (2005) identifican varios mercados en los cuales se observan efec-
tos de memoria larga. Otros estudios sobre memoria larga, con énfasis en los
rendimientos accionarios, incluyen Jacobsen (1996), Lobato y Savin (1998),
Barkoulas, Baum y Travlos (1991), Tolvi (2003), Caporale y Gil-Alana (2004),
Lux y Kaizoji (2007), Gil-Alana (2006). Lo (1991), Crato y de Lima (1994), Lo-
bato y Savine (1998) y Caporale y Gil-Alana (2004) no encuentran evidencia
de memoria larga.

Cabe destacar el estudio de Huang y Yang (1999) acerca de los indices
NYSE y NASDAQ, en el que al utilizar datos intradia y aplicar una técnica mo-
dificada de rango re-escalado (R/S) comprueban la existencia de memoria
larga en estos dos mercados. De manera similar, Conrad (2007), utiliza espe-
cificaciones FIGARCH Yy HYGARCH y también encuentra efectos significativos de
memoria larga en la volatilidad del mercado de valores de Nueva York (NYSE).
Finalmente, Cufiado, Gil-Alana, y Pérez de Gracia (2008) exploran el compor-
tamiento del indice S&P 500 para el periodo de agosto de 1928 a diciembre
de 2006. Sus resultados sugieren que los cuadrados de los rendimientos pre-
sentan un comportamiento de memoria de largo plazo. Su evidencia también
indica que la volatilidad es mas persistente en los mercados a la baja que en
los mercados a la alza.

Lo (1991) y Cheung y Lai (1995), Yamasaki et al, (2005) y Wang et al.
(2006) no encuentran evidencia de memoria larga en una muestra de acciones
de Estados Unidos. Mills (1993) muestra evidencia de memoria larga para una
muestra mensual de rendimientos del mercado de valores del Reino Unido.
Igualmente, Andreano (2005), aplicando la metodologia de Bollerslev y Jubins-
ki (1999) encuentra evidencia de la presencia de memoria larga en los rendi-
mientos del mercado de valores de Milan, para una muestra que va de enero
de 1999 a septiembre de 2004. Igualmente, Tolvi (2003) reporta evidencia de
memoria larga en el caso del mercado de valores de Finlandia. Lillo y Farmer
(2004) demuestran que para el mercado de valores de Londres los signos y
orden de las series obedecen a un proceso de memoria larga. Al contrario, Lo-
bato y Savin (1998) no encuentran evidencia de memoria larga para el indice
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S&P usando series diarias para una muestra de julio de 1962 a diciembre de
1994. No obstante, usando los cuadrados de los rendimientos diarios, Loba-
to y Savin (1998), Barkoulas, Baun y Travlos (2000) encuentran evidencia de
memoria larga, lo que confirma las conclusiones de Ding et al. (1993), quie-
nes afirman que los rendimientos y volatilidad de los mercados financieros
pueden ser bien descritos por los procesos de memoria larga. Sin embargo,
alimentando la controversia en resultados Sadique y Silvapulle (2001) presen-
tan resultados mixtos al examinar una muestra de seis paises: Japon, Corea,
Malasia, Singapur, Australia, Nueva Zelanda y Estados Unidos. Sus resultados
sugieren que los rendimientos de los mercados de Corea, Malasia, Singapur y
Nueva Zelanda, basicamente mercados emergentes, muestran dependencia de
largo plazo. Evidencia similar es presentada por Henry (2002) en su investiga-
cién de dependencia a largo plazo en los rendimientos de los indices de nueve
mercados. Henry encontré evidencia de memoria larga en cuatro mercados,
dos de ellos desarrollados, Alemania y Jap6n, y en los mercados de Corea del
Sur y de Taiwan; pero no encontré memoria larga en los mercados de Estados
Unidos, Reino Unido, Singapur, Hong Kong y Australia.

De hecho, en el caso de los mercados de capital emergentes, congruente
con su menor nivel de eficiencia, la evidencia, en general, confirma la exis-
tencia de memoria larga en la mayoria de los mercados analizados. Assaf
(2004, 2006), Assaf y Cavalcante (2005), Bellalah et al. (2005), Kilic (2004),
y Wright (2002) aplican un modelo FIGARCH para determinar dependencia
a largo plazo en la volatilidad de cinco mercados emergentes (Egipto, Bra-
sil, Kuwait, Tinez, Turquia) y Estados Unidos. En todos los casos los FIGARCH
estimados producen un parametro de larga memoria muy significativo, con
lo cual se confirman la presencia de memoria larga en la volatilidad de es-
tos mercados. Jayasuriya (2009) encuentra memoria larga en la volatilidad
de los rendimientos en una amplia muestra de 23 mercados emergentes y
de frontera de varias regiones. Aplicando un modelo EGARCH con integracion
fraccionaria su evidencia revela memoria larga para la muestra completa que
comprende de enero de 2000 a octubre de 2007. Sin embargo, no encuentra
evidencia de memoria larga en un analisis por subperiodos, particularmente
en el mas reciente, para gran parte de los mercados analizados, lo que sugiere
una tendencia hacia la eficiencia derivada de su desarrollo y de la competiti-
vidad bursatil mundial.

Los andlisis de los mercados de valores emergentes a nivel individual
arrojan similares resultados con algunas excepciones notables. Di Sario et al.
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(2008) y Kasman y Torun (2007) evidencian la existencia de memoria larga en
los rendimientos y volatilidad del mercado de Estambul. No obstante, aplican-
do métodos paramétricos FIGARCH y no paramétricos Kilic (2004) encuentra
evidencia opuesta a la que generalmente se reporta de mercados emergentes,
incluyendo el caso de Turquia. Su estudio revela que los rendimientos diarios
no poseen caracteristicas de memoria larga; sin embargo, como en el caso de
mercados de capitales desarrollados, su estudio evidencia una dinamica de
memoria larga en la varianza condicional, la que puede ser adecuadamente
modelada con el modelo FIGARCH. Kurkmaz, Cevic y Ozatac (2009) confirman
estos resultados. Usando pruebas de ruptura estructural en la varianza y el
modelo ARFIMA-FIGARCH no encuentran evidencia de memoria larga en los
rendimientos, pero si en la volatilidad.

Con respecto a mercados emergentes asiaticos, Cajueiro y Tabak (2004)
demuestran que los mercados de Hong Kong, Singapur y China presentan de-
pendencia de largo plazo en sus rendimientos, hecho que ha sido confirmado
para el caso de China. Analizando el indice del mercado Shenzhen de China,
Lu, Ito y Voges (2008) encuentran evidencia significativa que sefiala la pre-
sencia de memoria larga y falta de eficiencia en este mercado. Aplicando mo-
delos fraccionariamente integrados, Cheong (2007; 2008) recaba evidencia
sobre memoria larga en los rendimientos absolutos, rendimientos al cuadra-
do y la volatilidad del mercado de valores de Malasia. También al investigar
el mercado de Kuala Lumpur para el periodo 1992-2002, Cajueiro y Tabak
(2004) encuentran memoria larga en su volatilidad, con un indice de Hurst
con magnitud de 0.628. Cheong et al. (2007) comprueban con modelaciéon
GARCH la presencia de asimetria y memoria larga en la volatilidad también
para el Kuala Lumpur Stock Exchange usando datos diarios para el periodo
1991-2005, con cuatro subperiodos. Tan, Cheong y Ye (2010) también repor-
tan memoria larga en el mercado de Malasia. Aplicando la técnica de Gewe-
ke y Porter-Hudak (1983) los autores encuentran que durante 1985-2009 en
que tuvieron lugar varios periodos a la alza y a la baja, el comportamiento de
memoria larga fue persistente durante los primeros periodos anteriores a la
crisis de 1997. Finalmente, en el caso de India, examinando series de volumen
de operacién, Kumar (2004) comprueba la presencia de memoria larga. De-
bido a la heterocedasticidad condicional en las series, Kumar aplica modelos
ARFIMA-GARCH Yy obtiene resultados robustos sobre la presencia de memoria
larga. Igualmente, Banerjee y Sahadeb (2006) encuentran evidencia de me-
moria larga en este mercado al analizar datos del indice SENSEX; en su estudio,
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el modelo de integracion fraccionaria GARCH es el que mejor se ajusta respecto
a la volatilidad.

Confirmando estos resultados, Barkoulas, Baum y Travlos (2000) anali-
zan el comportamiento de memoria larga en el mercado de valores de Atenas
utilizando el analisis de regresion espectral. Los autores presentan evidencia
estadisticamente significativa sobre la existencia de memoria larga en el mer-
cado de valores griego. Sin embargo, Vougas (2004) encuentra evidencia débil
sobre la presencia de memoria en el mercado de Atenas, usando un modelo
ARFIMA-GARCH estimado via maxima verosimilitud condicional.

En el caso de los mercados emergentes de América Latina la investigaciéon
sobre memoria larga en sus rendimientos y volatilidad ha sido exigua, Caval-
cante y Assaf (2002) examinan el mercado de valores de Brasil y concluyen
enfaticamente que la volatilidad del mercado se caracteriza por la presencia
de memoria larga en tanto que encuentran poca evidencia en el caso de los
rendimientos. Cajueiro y Tabak (2004) afirman que la presencia de depen-
dencia a largo plazo en los rendimientos de los activos financieros es un he-
cho estilizado. Al examinar una muestra de acciones individuales en la lista
del mercado de valores de Brasil, encuentran que variables especificas de las
empresas explican, al menos parcialmente, la memoria larga en ese mercado.

Un par de estudios pioneros dan cuenta de la presencia de memoria larga
en la BMv. Islas Camargo y Venegas Martinez (2003) al aplicar un modelo de
volatilidad estocastica encuentran memoria larga en la volatilidad del indi-
ce del mercado mexicano de valores, y muestran ademas, los impactos nega-
tivos que puede tener este comportamiento para la cobertura con opciones
europeas. Venegas Martinez e Islas Camargo (2005) presentan evidencia de
memoria larga en los mercados de valores de Argentina, Brasil, Chile, México
y Estados Unidos. Mas recientemente Lépez Herrera, Venegas Martinez y San-
chez Daza (2009) examinan la existencia de memoria larga tanto en los ren-
dimientos del indice de la BMvV como en la volatilidad de dichos rendimientos.
La evidencia empirica que aportan con base en diversas pruebas no paramé-
tricas y parametrizaciones de modelos de series de tiempo con integraciéon
fraccionaria en las ecuaciones de media y varianza, sugiere la presencia de de-
pendencia de largo plazo tanto en los rendimientos como en la volatilidad de
este mercado. Por otra parte, tanto Lopez, Villagémez y Venegas (2009) como
Villagémez (2010), encuentran evidencia mixta de memoria larga al estudiar
los rendimientos de un conjunto de acciones mexicanas y el 1pc, descubren,
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también, que en el caso de las volatilidades es mayor la cantidad de evidencia
que sugiere la presencia de memoria larga en los rendimientos de las acciones
analizadas.

Otras investigaciones recientes también han estudiado los beneficios de
la determinacién de memoria larga en el andlisis del riesgo. Giot y Laurent
(2001) modelan el VaR para los rendimientos diarios de una muestra que in-
cluye los indices cac40 (Francia), pax (Alemania), NASDAQ (Estados Unidos),
Nikkei (Japon) y smI (Suiza). También computan la falla esperada y el pro-
medio multiple para medir el VaR. Aplican el modelo APARCH el cual produce
mejoras considerables en la prediccion de VaR con horizontes de un dia para
las posiciones larga y corta. En un estudio similar So y Yu (2007) también
examinan el desempefio de varios modelos GARCH incluyendo dos de integra-
cion fraccionaria. Incluyen los rendimientos de los indices NASDAQ de Estados
Unidos y FTSE del Reino Unido y comprueban que las estimaciones de VaR
con los modelos estacionarios y de integracién fraccionaria son superiores a
las obtenidas con el modelo de Riskmetrics con un nivel de confianza de 99
por ciento. Degiannakis (2004) compara el desempefio del VaR con modelos
tipo GARCH tales como GARCH, IPARCH, APARCH Y FIAPARCH. Su evidencia indica
que en cuanto a los mercados de valores, el desempefio del VaR con FIAPARCH
fue el mejor que los demas en los mercados de valores. El analisis del VaR que
llevé a cabo Kang y Yoon (2008) aplicando Riskmetrics, confirma la relevancia
de tomar en cuenta la asimetria y las colas pesadas en la distribucion de los
rendimientos de las acciones corporativas de tres importantes empresas en la
lista del mercado de valores de Corea del Sur.

Al analizar la importancia de la curtosis y el sesgo para la determinacién
del VaR con mayor precisiéon, Brooks y Pesard (2003) comparan el VaR para el
caso de cinco mercados de Asiay el indice S&P 500. Los modelos aplicados son
Riskmetrics, semivarianza, GARCH, TGARCH, EGARCH Y las extensiones multiva-
riadas de los modelos tipo GARCH considerados. Sus resultados sugieren que
la incorporacién del efecto de asimetria genera mejores predicciones de la
volatilidad, lo que a su vez mejora las estimaciones del VaR. Tu, Wong y Chang
(2008) examinan el desempefio de modelos VaR que incorporan el sesgo en el
proceso de innovaciones. Aplican el modelo APARCH basado en la distribucién
t-student sesgada y concluye que éste es el mejor modelo para la estimacién
del VaR, tanto para la posicién corta, como para la larga, para los mercados de
Hong Kong, Singapur, Australia, Corea, Malasia, Tailandia, Filipinas, Indonesia,
China y Japén, aunque su desempefio no es satisfactorio en todos los casos.
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En un estudio similar, McMillan y Speigh (2007) examinan series diarias de
ocho mercados del area Asia-Pacifico, ademas de los de Estados Unidos y del
Reino Unido para contar con un marco de referencia comparativo. Adoptando
niveles de confianza muy restrictivos, los modelos que toman en cuenta los
efectos de memoria larga mitigan subestimaciones sobre el VaR, comunes en
los modelos que no consideran la asimetria y curtosis propia de la distribu-
cién de las series financieras.

2. Metodologias ARFIMA Yy BACKTESTING

MODELOS ARFIMA

Mediante el trabajo de Granger (1980), Granger y Joyeux (1980) y Hosking
(1981) se desarroll6 el concepto de integracion (o diferenciacion) fracciona-
ria para modelar procesos de series de tiempo con memoria larga. Los mode-
los resultantes se denominan ARFIMA (autoregressive fractionally integrated
moving average) y se diferencian de los modelos ARMA estacionarios y ARIMA
en que en la funcién de los rezagos (1 - L) el numero d es diferente de cero
(como en un ARMA estacionario) o de 1 como en el caso de un modelo ARMA
integrado (ARIMA o proceso de raiz unitaria). Entonces, se dice que un proceso
es ARFIMA (p, d, q) si los datos se generan por el proceso:

HLN1-L) =y(L)e, (M

donde d es un nimero no entero y

(L)' = Y0,/ (2)
j=0

donde b = 1y el j-ésimo coeficiente autorregresivo, bj, estd dado por:

—dr(j-d)  j-d-1 . (3)
Tri-arGey” 5

MoDELOS ARCH

Es un hecho conocido que los rendimientos accionarios diarios, al igual que
otras series de rendimientos financieros, muestran varianza (volatilidad)
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cambiante en el tiempo y la tendencia a que los cambios grandes en los pre-
cios sean seguidos por cambios también grandes y los cambios pequeios por
cambios pequefios. La tendencia a que los cambios de precios se agrupen
como racimos se origina como consecuencia de la dependencia temporal de
los rendimientos de los activos. También se ha observado que la distribucion
de los rendimientos financieros diarios tiende a mostrar colas pesadas en
comparacion con la distribucién normal. Por tal motivo se ha popularizado el
uso del modelo ARCH propuesto inicialmente por Engle (1982) y generalizado
posteriormente por Bollerslev (1986), siendo conocido a partir de entonces
como el modelo GARCH; en su version mas general este modelo GARCH (p,q) se
representa por:

& =z,0y

z, =ii.d.N(0,1)
(4)

2 § 2 L 2
o, =0+ Zaig,,,- + Zﬁjat,j
i=1 j=1

De acuerdo con el GARCH (p, q), la varianza condicionada se explica como una
funcién lineal de los cuadrados de los errores pasados y las varianzas con-
dicionadas pasadas. Para asegurar que las varianzas condicionadas positivas
sean positivas en todo ¢, se requiere @ > 0,0;,>0 parai=0,1,2,..,qy ﬂj >0
paraj = 0,1,2,.., p. Por otra parte, la condicién para que el modelo sea esta-
cionario de segundo orden es necesario Ziq:1 a; + Z‘;’:l B <l,sielvalordela
suma es mayor o igual a 1 se tendra un proceso con persistencia fuerte. El caso
en el cual zl.qzl a; + Zle B; =1 dalugar al proceso conocido como GARCH in-

tegrado o, simplemente, IGARCH.

Aunque los modelos ARCH y GARCH pueden capturar de manera conve-
niente la volatilidad cambiante y los agrupamientos de volatilidad de los ren-
dimientos, asi como las colas pesadas de la distribucién de los mismos, no
capturan el efecto asimétrico consistente en que los rendimientos negativos
son comparativamente mas grandes que los rendimientos positivos aunque la
magnitud del shock que los provoca pueda ser igual en ambos casos. Este he-
cho eslo que se ha dado en llamar efecto apalancamiento y para capturarlo se
han desarrollado modelos asimétricos de la familia GARCH, uno de los cuales
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es el modelo de Glosten, Jagannathan y Runkle (1993), conocido popularmen-
te como modelo GJR y que se puede expresar de manera general como:

9 P

2 2 -2 2

oy =co+2(at £ + 7S, gt_i)szﬂjGr—j (5)
i-1 j=1

en el cual se tiene que S,_; es una variable dummy con valor de 1 cuando el
shock es negativo y de 0 en cualquier otro caso.

Un modelo mas general es el APARCH presentado por Ding, Granger y
Engle (1993), en el que se combina un exponente variante con el coeficiente
de asimetria que se requiere para capturar el efecto apalancamiento. El mode-
lo APARCH (p, q) puede escribirse como:

q p
af:m+zai(|5m|_% 5t71)5+zﬂj0;{j (6)
4 =

El APARCH tiene como ventaja adicional a su flexibilidad, que varios modelos
pueden ser casos particulares de esa especificacion.

V/ALOR EN RIESGO Y MEMORIA LARGA

En términos de la administraciéon y analisis del riesgo, las pérdidas poten-
ciales también estan vinculadas al comportamiento de memoria larga de la
volatilidad de los rendimientos de los activos de un mercado. Asi, la predic-
cion de pérdidas potenciales identificando el comportamiento de memorias
larga y corta para los rendimientos y volatilidad de un activo debe producir
resultados mas precisos y confiables que los obtenidos con la aplicacién de las
metodologias tradicionales de VaR. Integrando los avances sobre el analisis
de riesgo el presente trabajo examina el impacto de los modelos ARFIMA, en la
estimacion del VaR. Las estimaciones del VaR, para el caso de los rendimien-
tos de la BMV, con el horizonte de un dia hacia adelante se obtienen con el
paquete G@ARH 4.2 (Laurent y Peters, 2006), corriéndolo sobre el programa
0x 5.0, desarrollado por Doornik (2001; 2007) y que se basa en C++. Las esti-
maciones obtenidas son validadas con la metodologia de backtesting. La vali-
dacion de la calidad y exactitud estadistica de un modelo VaR requiere de un
proceso de backtesting, con el fin de demostrar si la medida de riesgo cumple
con ciertas propiedades teoricas requeridas por las autoridades reguladoras
para estimar suficientes requerimientos de capital. Este proceso consiste en
comparar las estimaciones del VaR con respecto a las pérdidas actuales del
siguiente periodo.
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Suponiendo que n= ZtT 1,,; representa el nimero de dias dentro de un
periodo T, donde las pérdidas del portafolio excedieron el valor del VaR esti-
mado, mientras que [, ;1 es una serie de fallos del VaR que puede expresar de
la siguiente forma para cada posicion:

1, siR,; < VaR t
Larga It+l _ t+1 t+1 |
0, siR, >VaR . |t
Corta: I = L, si R > VaR ., |t
0, siR,; <VaR . |t

Aunque en la literatura existen diversas pruebas estadisticas para llevar a
cabo lavalidacién del modelo VaR, para fines de este estudio se utiliza la prue-
ba de razo6n de verosimilitudes propuesta por Kupiec (1995). El estadistico de
la prueba Kupiec analiza estadisticamente cuando la tasa de fallo o es igual a
la tasa esperada, esto es, a = 1 — p, en donde p es el nivel de confianza utilizado
para estimar el VaR. Ahora, si T representa el nimero total de ensayos, enton-
ces el numero de fallos n sigue una distribucién binomial con probabilidad a.

De esta manera, el estadistico de la prueba de la razén de verosimilitudes
propuesto por Kupiec esta definido por

LR=2In (;jn (1 - %j” ~2mnl(a) (1-a) "]

el cual se distribuye como una variable chi cuadrada con un grado de libertad
bajo la hipétesis nula H|, " — & . Enotras palabras, la hipotesis nula implica
que el modelo VaR es altamente confiable para estimar el riesgo y los reque-
rimientos de capital minimos, mientras que la hipétesis alternativa rechaza
el modelo VaR cuando genera un nimero de fallos suficientemente grande o
pequeiio.
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3. Resultados empiricos

Para el andlisis se estimd el rendimiento del dia ¢ restandole al logaritmo del
precio de ese dia el logaritmo del precio del dia previo y multiplicando esa di-
ferencia por 100; es decir: 100*(InP - InP, ) = r. La muestra de rendimientos
va del primer dia habil de 1983 hasta el ultimo dia de operaciones de 2009,
en total 6755 observaciones. Las volatilidades de los rendimientos se estima-
ron mediante los modelos de la familia ARCH descritos en una seccién previa,
estimando los parametros correspondientes considerando para los errores
tres distribuciones distintas (normal, Student y Student sesgada), en todos los
casos se estimé la ecuacion de la media mediante un modelo AR(2) integrado
fraccionariamente.

En el Cuadro 1 se observan los resultados de la estimacién de los modelos
de la familia ARCH, estimados con un modelo ARFI(2) para la ecuacién de la
media. Casi todos los pardmetros tienen valores estimados que son altamente
significativos, incluso a 1%, aportando, por tanto, evidencia altamente signi-
ficativa de la presencia de memoria larga en los rendimientos del mercado
bursatil mexicano.

En este andlisis, el potencial estadistico de cada modelo VaR para esti-
mar apropiadamente el riesgo de mercado es determinado en términos de
la tasa de fallo y los p-values de la prueba de Kupiec. De esta manera, la tasa
de fallo se define como el porcentaje de rendimientos empiricos que exceden
el VaR estimado para cualquier posicion financiera. En este sentido, una tasa
de fallo para el p-percentil mas grande que el nivel a % conlleva a subestimar
el riesgo de los rendimientos, mientras que una tasa de fallo menor al nivel
a% sobreestima el riesgo por parte del modelo VaR implementado. Por otra
parte, un p-value menor o igual a 0.05 es evidencia suficiente para rechazar
la hipotesis nula del potencial estadistico de los modelos VaR para medir la
exposicion al riesgo.

El analisis de los resultados de los Cuadros 2 y 3 muestra que los modelos
simétricos basados en la distribucién normal condicional presentan un bajo
potencial estadistico para estimar el VaR en ambas posiciones financieras. En
este caso, la subestimacion de la exposicion al riesgo es claramente notable
para niveles de confianza de 99% y 99.5%, mientras que los modelos GARCH,
IGARCH y APARCH sobreestiman el VaR a un nivel de confianza del 95% para
las posiciones corta y larga, respectivamente. Este hecho frecuentemente es
esperado como consecuencia del exceso de curtosis y los diferentes niveles de
asimetria que presentan los rendimientos de las series financieras. Aunque,
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Cuadro 1. Modelo Arfi (2) con diferentes modelos ARCH.

GARCH (1,1) GARCH (1,1) GIR(1,1) APARCH (1,1)
Errores u 0.210049 0.209365 0.138539 0.139045
con d,... 0.058881 0.057954 0.085686 0.085162
distribucion 0, 0.159626 0.159542 0.137237 0.137845
gaussiana 9, -0.076916 -0.075585 -0.082367 -0.082235
w 0.102092 0.066583 0.105078 0.107979
o 0.133607 0.15499 0.076207 0.123564
B 0.835582 0.84501 0.837309 0.835758
Y 0.109769 0.215185
S 2.065445
Errores u 0.195432 0.19503 0.150934 0.150534
con d,, 0.079041 0.077855 0.091588 0.091746
distribucion 9, 0.140169 0.1408 0.128465 0.128322
t ¢, -0.093573 -0.09323 -0.094231 -0.094261
w 0.092756 0.068614 0.096399 0.094195
o 0.136205 0.15591 0.086927 0.13529
B 0.837757 0.84409 0.834155 0.835505
Y 0.104839 0.19799
S 12949414
g.l. 5.874431 5.280416 6.132263 6.134289
Errores y 0.19779 0.19824 0.152703 0.15230
con Ay 0.07921 0.07808 0.091547 0.09171
distribucion 9, 0.14021 0.14084 0.128559 0.12841
student 9, -0.09346 -0.09310 -0.09415 -0.09418
sesgada w 0.09278 0.06867 0.096365 0.09415
o 0.13615 0.15583 0.086865 0.13521
8 0.83783 0.84417 0.834215 0.83557
b% 0.104789 0.19804
S 1.94910
€ 0.00331"™ 0.00412" 0.0024 0.00239™

(asimetria)

Todos los coeficientes son significativos a 1%, con excepcion de los que estan
marcados con ns = No significativo.
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los modelos simétricos basados en la distribucién normal condicional no son
rechazados a un nivel de confianza de 97.5%, puesto que presentan un alta
tasa de éxito para medir adecuadamente el riesgo verdadero para cualquier
posicion financiera, excepto para el modelo 1GARCH de la posicion corta. De
esta manera, el uso de estos modelos basados en el supuesto de normalidad
puede generar catastroficas pérdidas a los inversionistas que participan en
los mercados accionarios al subestimar el riesgo verdadero.

Por su parte, los modelos simétricos basados en la distribucion condi-
cional student proporcionan mejores estimaciones del riesgo para cualquier
posicion financiera y nivel de confianza a diferencia de los modelos simétricos
basados en el supuesto de normalidad, excepto para el modelo IGARCH que
sobreestima el riesgo para los niveles de confianza de 97.5%, 99% y 99.5% de
la posicidn financiera corta. En términos generales, los valores de los p-values
sustentan claramente que estos modelos alternativos capturan correctamente
el efecto de las colas pesadas o anchas de la distribucién de rendimientos oca-
sionada por los movimientos atipicos, en particular para la cola inferior don-

Cuadro 2. Tasa de fallo de los rendimientos que exceden al VaR.

a(%) 5% 2.5% 1% 0.5%
Posiciones Larga Corta Larga Corta Larga Corta Larga Corta
Panel A

GARCH_n 4.77(4) 4.38(10) 2.86(8) 2.44(2) 1.70(8) 1.26(5) 1.14(8) 0.84(6)
GARCH_t 5.29(5) 4.94(1) 2.66(6) 2.30(5) 1.15(4) 0.86(2) 0.53(2) 0.37(2)
GARCH_st 5.30(6) 4.92(2) 2.66(6) 2.26(6) 1.17(5) 0.86(2) 0.55(3) 0.37(2)
Panel B

IGARCH_n 4.50(7) 4.09(11) 2.69(7) 2.12(7) 1.51(6) 1.11(1) 1.01(6) 0.67(3)
IGARCH_t 4.99(2) 4.59(8) 2.52(1) 2.03(8) 0.93(2) 0.67(6) 0.38(4) 0.25(4)
IGARCH_st 4.99(2) 4.57(9) 2.52(1) 1.97(9) 0.95(1) 0.67(6) 0.38(4) 0.25(4)
Panel C

GRJ_n 4.40(8) 4.77(6) 2.69(7) 2.64(3) 1.54(7) 1.39(8) 0.99(5) 0.86(7)
GRJ_t 493(3) 5.23(6) 2.56(2) 2.47(1) 1.08(3) 0.83(3) 0.49(1) 0.40(1)
GRJ_st 499(2) 5.17(3) 2.59(4) 2.44(2) 1.08(3) 0.81(4) 0.49(1) 0.40(1)
Panel D

APARCH_n 4.40(8) 4.75(7) 2.69(7) 2.67(4) 1.54(7) 1.38(7) 1.02(7) 0.83(5)
APARCH_t 4.93(3) 5.21(5) 2.58(3) 2.44(2) 1.08(3) 0.83(3) 0.49(1) 0.40(1)
APARCH_st 5.00(1) 5.18(4) 2.61(5 244(2) 1.08(3) 0.83(3) 0.49(1) 0.40(1)

Los numeros en paréntesis indican al mejor modelo por la posicion (larga/corta)
y el valor de a,(%).
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de alcanza una tasa de éxito de 100% para la familia de modelos ARCH como
se puede observar en el Cuadro 3. Sin embargo, la literatura ha demostrado
empiricamente la ineficiencia de estos modelos para modelar correctamente
la volatilidad en aglomeraciones de los rendimientos de las series financieras
entre los que se incluyen a Bollerslev (1986), Baillie y DeGenaro (1990) y de
Jong, Kemma y Kloek (1992).

Cuadro 3. Resultados de los p-values de la prueba de Kupiec.

VaR 95% 97.5% 99% 99.5%
Posicion Larga Corta Larga Corta Larga Corta Larga Corta
Panel A

GARCH_n 0.3757 0.0174 0.0659 0.7618 0 0.0402 0 0.0003
GARCH_s 0.2868  0.8339 0.3909  0.2730 0.2123 0.2314 0.7041 0.1125
GARCH_st 0.2627  0.7476 0.3909  0.2088 0.1727 0.2314 0.5838 0.1125
Panel B

IGARCH_n 0.0555  0.0004 03123  0.0384 0.0001  0.3707 0.0000  0.0655
IGARCH_t 0.9666  0.1164 0.9302 0.0103 0.5736  0.0033 0.1621 0.0014
IGARCH_st 0.9666  0.1037 0.9302  0.0037 0.6614  0.0033 0.1621 0.0014
Panel C

GRJ_g 0.0203  0.3757 03123  0.4808 0 0.0023 0 0.0002
GRJ_t 0.7904  0.3979 0.7488  0.8836 0.5106  0.1456 0.8932  0.2258
GRJ_st 0.9666  0.5321 0.6351 0.7618 05106 0.1128 0.8932 0.2258
Panel D

APARCH_n 0.0203  0.3459 03123  0.3909 0 0.0032 0 0.0005
APARCH_t 0.7904  0.4293 0.6910 0.7618 0.5106  0.1456 0.8932 0.2258
APARCH_st 0.9889  0.4965 0.5813 0.7618 0.5106  0.1456 0.8932  0.2258

El andlisis de los resultados de las tasas de fallo y los p-values de la prueba
de Kupieck, indican que casi todos los modelos asimétricos proporcionan es-
timaciones mas confiables del VaR para cualquier posicion financiera y nivel
de confianza, en particular para los modelos GARCH, GR], APARCH basado en
las distribuciones student tanto simétrica como sesgada. Aqui, un hallazgo
importante por destacarse es que los modelos GR] y APARCH con distribucion
student sesgada no so6lo proporcionan estimaciones del VaR mas confiables,
sino también muy similares; este hecho es sustentado estadisticamente por
la similitud entre las tasas de fallo y los p-values del estadistico de la prueba
de Kupiec de cada modelo como se puede observar en las paneles A y B del
Cuadro 3.

No obstante los resultados del analisis, el alto desempefio no es del todo
satisfactorio en todos los modelos, por ejemplo, el modelo GJR con innova-
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ciones normales subestima la cuantificacién del riesgo de los rendimientos
negativos y positivos para niveles de confianza de 99% y 99.5%, mientras que
sobreestima el riesgo de los rendimientos negativos a un nivel de confian-
za de 95%. Por su parte, el modelo IGARCH con distribucion student sesgada
sobreestima el riesgo de la posicidn corta para los niveles de confianza de
97.5%, 99% y 99.5%, respectivamente.

4. Conclusiones

En este trabajo de investigacion se emplearon modelos de la familia ARCH ba-
sados en las distribuciones normal, t de Student y ¢ de Student sesgada, con el
fin de estimar la volatilidad y el valor en riesgo de las posiciones financieras
larga y corta de los rendimientos de la BMV. Los resultados empiricos son muy
variados para cada posicion y nivel de confianza debido a que la diferencia
entre los modelos estimados no es muy significativa en varios de los casos. Sin
embargo, la evidencia empirica sugiere que los modelos asimétricos podrian
tener un gran potencial para medir de manera mas precisa el riesgo verdade-
ro de los rendimientos positivos y negativos para cualquier nivel de confianza,
especialmente cuando se aplica la distribucién t de Student sesgada, muy po-
siblemente explicado porque los rendimientos de la BMV se han caracterizado
por experimentar una alta volatilidad, exceso de curtosis y diferentes niveles
de asimetria.

Afines con la evidencia proporcionada por otros estudios sobre anoma-
lias del mercado y modelacién de series financieras, los resultados del pre-
sente estudio tienen importantes implicaciones para la investigacion sobre
la fijacidn de precios de los activos financieros, asi como para la optimizacion
de portafolios y andlisis de riesgos. Ademas de comprobar ineficiencia del
mercado, la presencia de memoria larga invalida los tradicionales modelos de
media-varianza para la optimizacién de portafolios de inversion, asi como los
modelos tradicionales de valuacién de activos, el Capital Asset Pricing Model
(capm) y el Arbitrage Pricing Model (APT) por que las formas tradicionales de
inferencia estadistica no son validas ante la presencia de autocorrelaciones
significativas de los precios en momentos distantes. La minimizacién de pér-
didas potenciales mediante metodologias tradicionales como el VaR también
debe ser considerada con mayor detenimiento; finalmente la valuacién de
productos derivados podria no ser adecuada si se aplican modelos tradiciona-
les basados en procesos martingala.
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Respuestas a estos problemas ya se encuentran en la literatura financiera
con la aplicacion de modelos que consideran momentos de orden superior
de las distribuciones de los rendimientos de los activos financieros, modelos
ARCH en diversas variantes para tomar en cuenta el comportamiento hete-
rocedastico de las distribuciones de los rendimientos, y la teoria de valores
extremos y de cépulas para llevar a cabo medidas alternativas que pueden
ser mas precisas del riesgo de mercado. Como la aplicaciéon de modelos tra-
dicionales de valuacién de los activos y andlisis del riesgo aun prevalece en
México, los resultados de este estudio sugieren que se debe dar paso no sélo
ala aplicacion de modelos ya probados en otras latitudes, sino sobre todo a la
creacion de modelos iddneos para la optimizacion de portafolios y analisis de
riesgo fundamentados en distribuciones asimétricas como sugiere la eviden-
cia empirica del presente estudio.

La presencia de memoria larga en la BMv también tiene importantes im-
plicaciones para comprender y analizar el desempefio de la economia resal-
tando el comportamiento de su mercado de capitales. Como la dinamica de
los rendimientos esta estrechamente vinculada con las actitudes y expecta-
tivas, de los inversionistas, la predictibilidad de los rendimientos propicia la
inversién especulativa la cual en manifestaciones extremas, con que una ex-
huberancia irracional y burbujas financieras y consiguientes cracks bursatiles
y crisis financieras. Ademas, en congruencia con los resultados del presente
estudio, puesto que los rendimientos bursatiles son dependientes en el tiem-
po, las decisiones de consumo, inversion y ahorro pueden volverse extrema-
damente sensibles a los horizontes de inversion prevalecientes en el mercado
accionario, desvinculandose de los circuitos y ciclos de la economia real en la
generacion de crecimiento, pero profundizando las fases de alzas y caidas de
la economia real, producto subyacente de la actividad especulativa,observable
en particular, con la creaciéon de complejos productos estructurados en las
economias avanzadas.

Finalmente, los hallazgos del presente estudio son relevantes para los in-
versionistas institucionales que participan en mercados emergentes, debido
a que se ha demostrado empiricamente que estos agentes econdmicos no sélo
estan expuestos a los crashs bursatiles, sino también a riesgos durante los
auges econémicos como se documenta en De Jesus y Ortiz (2009). Por exten-
sion, este problema también afecta a los inversionistas individuales debido al
efecto rebafio. La agenda de futuras investigaciones debe incluir el analisis de
memoria larga de la volatilidad y su transmisién entre mercados regionales,
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el analisis de la medicidn del riesgo de mercado con diferentes horizontes de
inversidn aplicando alternativas metodolodgicas y variantes mas congruentes
con el comportamiento de los mercados especificos.
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RESUMEN

Este trabajo presenta una propuesta para valuar opciones con
distribuciones « -estables en el dominio del espacio y del tiempo.

La valuacién toma como punto de partida la medida neutral al

riesgo para distribuciones estables propuesta por McCulloch (2003).
Posteriormente se recurre a diversos métodos numéricos que
permiten aproximar las funciones de densidad y de distribucién de
variables aleatorias « -estables tal y como lo sugieren Nolan (2009) y
Borak y Weron (2005).

Clasificacion JEL: G11, G12, G13.
Palabras clave: Productos derivados, analisis de riesgos.

ABSTRACT

This paper presents a proposal for valuing options with « -stable
distributions in the domain of space and time. The valuation takes

as its starting point the risk-neutral measure for stable distributions
proposed by McCulloch (2003). Subsequently, various numerical
methods useful to approximate the density and distribution functions
of « -stable random variables, as suggested by Nolan (2009) and
Borak and Weron (2005), are applied.

JEL Classification: G11, G12, G13.
Keywords: Derivatives, risk analysis.
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1. Introduccion

1 modelo de Black-Scholes-Merton, (1973) tiene como punto de partida

que el precio del activo subyacente del producto derivado es gobernado
por un movimiento geométrico browniano (tendencia exponencial y fluctua-
ciones normales), lo cual conduce, al aplicar el lema de It6 !, a rendimientos
logaritmicos normalmente distribuidos. El modelo de Black-Scholes-Merton
ha sido claramente un punto de referencia para muchas propuestas de va-
luacion de opciones. Muchos de los modelos disponibles en la literatura es-
pecializada, generalmente, modifican alguno de los supuestos originales del
modelo de Black-Scholes-Merton (BsM). Las nuevas propuestas se generan
por el hecho de que el modelo no captura algunas de las caracteristicas que
se presentan en las series financieras. Dentro de las caracteristicas no cap-
turadas por el modelo de Black-Scholes-Merton se tienen las asimetrias que
presentan las distribuciones empiricas de los rendimientos, asi como el gran
peso en sus colas véase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008). Estas caracte-
risticas son provocadas por la frecuencia y la magnitud con que se presentan
movimientos extremos en los rendimientos, tanto positivos como negativos.

La ecuacion diferencial parcial asociada al modelo de Black-Scholes-Mer-
ton es una ecuacién que se transforma, bajo cambios de variables, en la ecua-
cién clasica de difusion de calor, la cual al ser resuelta y después de invertir
los cambios de variables conduce a la determinacion del precio teérico de una
opciéon europea de compra. Lo anterior establece la analogia entre el compor-
tamiento de la difusion de calor y el comportamiento de los rendimientos de
los subyacentes. Esta analogia permite intentar remediar carencias presentes
en el modelo de Black-Scholes-Merton mediante la generalizacion de la ecua-
cién de difusidn clasica a una ecuacién de difusién “anémala”. La ecuacién de
difusion anomala se obtiene mediante caminatas aleatorias a tiempo conti-
nuo en donde los tiempos entre los pasos son aleatorios; véase, por ejemplo,
Montroll y Weiss (1965). Los modelos de caminatas aleatorias a tiempo con-

' Véase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008) para una discusion completa del lema de Ito.
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tinuo con tiempos aleatorios en saltos de particulas son empleados en fisica
estadistica para modelar difusion anémala donde una nube de particulas se
esparce a una tasa diferente a la del movimiento browniano clasico, lo cual
puede conducir a distribuciones asimétricas con colas pesadas. El comporta-
miento de la difusién anémala se asocia a una distribucién « -estable simétri-
ca o aunadistribucién « - estable sila difusién es influenciada por campos de
fuerzas externas, véanse al respecto Li (2003); Gorenflo y Mainardi (1998);
y Meztler y Klafter (2000). La difusiéon anémala tiene caracteristicas que se
pueden aprovechar para modelar hechos estilizados en el comportamiento
de los rendimientos, por lo que es factible suponer que los rendimientos son
distribuidos de manera « -estable.

El presente trabajo de investigacion estd organizado de la siguiente ma-
nera, en la préxima seccidn se presenta el planteamiento del modelo de va-
luacién de opciones con distribuciones estables; en la seccion 3 se emplea su
ajuste exponencial en una funcién de densidad estable, neutral al riesgo, para
caracterizar el precio de una opcidn europea de compra; en la seccién 4 se
revisan algunos casos particulares de los posibles valores que pueden tomar
los parametros en la prima de una opcién de compra; en la seccién 5 se ana-
liza el caso de una opcién de venta; en la seccidn 6 se discute sobre el caso de
una opcion con pago continuo de dividendos; en la seccién 7 se discute acerca
del impacto en el precio de la opcién por colas pesadas y asimetria de las dis-
tribuciones estables y se lleva a cabo un analisis comparativo con el modelo
clasico de Black-Scholes-Merton; por su parte, en la seccién 8 se examina el
impacto en el precio de la opcién por parametro de escala; por dltimo, en la
seccion 9 se presentan las conclusiones en donde se destacan las ventajas
y limitaciones de la valuacion sobre activos subyacentes con distribuciones
estables.

2. Planteamiento del modelo de valuacion

Para calcular el precio de una opcién europea de compra mediante el enfoque
probabilista con distribuciones estables, se supone inicialmente que el activo
subyacente es una acciéon que no paga dividendos durante la vida del contrato
y que los rendimientos logaritmicos en un mundo neutral al riesgo son con-
ducidos por

dInS, = (r— fy“secO)r +dY, (1)
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donde Y, tiene funcién de densidad
~ 1
f:w'n (Yt’a’ﬂ’ytzl)
asociada a la funcion de cumulantes (el logaritmo de la funcién caracte-

ristica)

W, (k) = =y tSecO(ik)* + y5tsecO{1—(1-ik)" |

con

Si se escribe (k) =In¢@(x), en virtud de que @(x), satisface
[l drc < o0

se tiene entonces que

o0

fon) =5 [ e g

—00

La expresion anterior es conocida como la transformada inversa de Fourier.
En este caso, el precio o la prima, C(S,,t), de una opcién de compra europea
en ¢ con precio de ejercicio K y vencimiento 7, estd dado por el valor espe-
rado del valor presente del valor intrinseco, es decir,

C(S.,1) = e—rTEt I:max(ST —K,0)|th| —e " J' max(x —K,0) £, (x)dx

donde F, es la informacién disponible al tiempo ¢ y 7 =7 —t es el pe-
riodo de maduracién. Un resultado importante para el calculo de la prima de
la opcidn es que la funcién de densidad de la medida estable neutral al riesgo
satisface.
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f;m (_x, a’ _,B, }/TI/a) — e—ﬁ}/aSecﬂreXf;m (x, a’ ,8, ]/z_]/a) (2)

La funcién f,, (—x;a,—B,yt"*) no se debe entender como la reflexién

(atin cuando se exprese como tal) de la funcién £, (x;a, S, yr'’*), puesto
que la expresion (2) indica que la funcién es un ajuste exponencial de la fun-
cion de densidad estable neutral al riesgo. El ajuste exponencial se presenta
claramente en el caso de que se considere una distribucién estable extrema
negativa, es decir, £, (—x;at,—f3,yr"*), la cual resulta ser una distribucién
estable extrema positiva ajustada exponencialmente.

3. Precio de una opcidén europea de compra

Si se emplea el ajuste exponencial de la funcién de densidad estable neutral al
riesgo obtenida en la seccién anterior, formula (2), y la ecuacién estocastica
que conduce a los rendimientos logaritmicos en el universo neutral al riesgo
expresados en la ecuacion (1), se tiene que el precio o prima de la opcién de
compra europea esta dado por

C(S,,) =€ "E, [ max(S,e" """ — K,0) |

=e "KE, [max (% gl psecOry. 1, OH

srn

— e—rrKj: (%e(rﬂsecﬁ)rﬂ;, _ ldesm(Y,;Ol, ﬂ, ]/Tl/a)
— e*iTStJ:d e(r—ﬂsec@)r+Y,dF;m (fr;a, ﬂ, ]/Tl/a)

—Ke" [ dF,,(V;;a,B,77")

— S,I_O: efﬂsecerH?,dF (Z;a’ﬁ’yz_l/a)

srn

—Ke™* f; dF, (Y.;a,B,yr")

srn
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— S[J:“; efﬂsecerﬂﬂf;m()};;a,ﬂ,}/rl/a)dy"r
_ e [ 7. e e
Ke .[_df;m(Yr’a’ﬂ’}/T )dYr (3)
= S, J:j fsm (_YNT;a’ _ﬂa 72—1/[1 )dfr —Ke™ J._t fsnr(fr;a’ ﬂa 771/0[ )dfr
donde se ha utilizado el hecho de que

dF;m(i;t;a,IB,j/Tl/a) = f‘srn()’;t;a’ﬂﬂyz-l/a)dft

y donde el limite inferior de las integrales se obtiene a partir del valor d
dado por

d= ln(%j+(r—ﬂ7/“sec6’)r, (4)

el cual depende del parametro S y del pardmetro a (6 =%). Asi, la
prima de una opcién europea de compra se puede expresar como:

c@S,n)=50,, (d; a,—p3, ;/z-”“)_Ke—”q)sm (—d; a, B, yz_l/a) (5)

con
O, (x:a, B,7)={1-F,, (x:0, B, 7)} (6)

La férmula para obtener el precio de una opcién europea de compra, dada en
(5), a diferencia de la formula de Black-Scholes-Merton, depende de dos dis-
tribuciones distintas. Si se realiza la analogia con la formula de Black-Scholes-
Merton, @, (—d;a,ﬂ, 7/7”“) proporciona la probabilidad de que la opcion sea
ejercida. Por otra parte, esta funciéon también puede ser entendida como la
funcion que proporciona el importe necesario a financiarse al tipo de inte-
rés libre de riesgo para replicar la opcién, mientras que @, (d;a,—ﬂ,yr”“)
proporciona la cantidad de activo subyacente requerido para el portafo-
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lio replicante. La Grafica 1 muestra las distribuciones del modelo estable

orm (x;a,—ﬂ, }/,O) Y S (x;a,,B, )/,0) donde se consideraron los valores
a=15, =-05yy=1.

Grafica 1. Modelo estable.

pdfi(x)

fon (30, B,7,0) = £, (1.5, —0.5,1,0) (linea continua)
o (x;a,—ﬂ, }/,0) o (;@1,5)0,5)1’0) (linea discontinua)

4. Posibles valores de parametros en la opcidon de compra.

Casos particulares

En esta seccion se revisan algunos casos particulares de los valores de los
parametros en la prima de una opcion:

a) Caso f=-1

Enelmodelolog-estable de momentos finitosde Carry Wu (2003),
se tiene que f, (-Via,~f.y0") y [, (FsaByr'®) co-
rresponden a una distribucién estable extrema positiva ajustada
exponencialmente y extrema negativa, respectivamente, en con-
secuencia
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f;rn(_Y:';a’ _IH’ 7/7'-1/(1) = f:vrn (_Y~z"a’1’ }/Tl/a)
:fz‘s(_}i;aa_layrl/aaoal) (7,
= fu (el yr",0,-1)
fsm(z;a’ﬁa?’TW) :f;m(fr;a,—l’j/z'l/a)

> e (8)
=f.(Ya,~1,yc")

S
El valor d en (4) se calcula como d =In—-+ (r —y“ sec@)7 . Por tanto, a
partir de (3) y (5), se tiene que K

C(Stat) = Sl.[:f;s(fr;a’l’yfl/a,_l)dz _Ke_"fj.if;(fr;a,_l’ }/Z_l/a)dY“T
=50, (sl ye",—1) - Ke ™0 (~dt,—1, 77 9)

Las funciones (7) y (8), involucradas en la valuacion bajo este modelo, se
presentan en la Grafica 2.

Grafica 2. Modelo log-estable momentos finitos.

pdi(x)

S (x;a,ﬂ,}/,()) =7 (x;l .5,—1,1,0) (linea continua)
o (x;a,—,b’,]/,O) =f, (x;l.S,l,l,O,—l) (linea discontinua)
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b) Casonormal a=2y =0

En el caso de que los rendimientos logaritmicos tengan una dis-

tribucién normal, la funcién de densidad estable neutral al ries-

go resulta ser una distribucion normal de donde se obtiene que
ln—+rr (con f=0)y

2

f:vrn (_ Qs ﬂ ]/2-1/0‘) f;lormal( — 5O T) (IO)

2

fw@;a,ﬂw”“)=f,w,ml(2;—%r,azr> (11)

que al sustituirse en (3), proporciona la formula de Black-Scho-
les-Merton:

2
t) SI f;lormal( - 70 T)dY Ke J. _f;lormal( ‘r’ (; T,O'Z’Z')dY:_

= St Ijz' f;wrmal (g’ O’ l)dg - Ke_rT I_o: fnormal (89 09 l)dé‘

. (12)
=SN(d,)-Ke""N(d,)
con
[Stj ( 0'2] [StJ ( O'ZJ
In| L |+|r+— |7 In| L |+|r—— |7
K 2 K 2

d: d:
1 O'\F y a4, =

Las funciones (10) y (11) involucradas en la valuacién normal
bajo el modelo estable se presentan en la Grafica 3.
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Grafica 3. Modelo Black-Scholes-Merton.

pdf(x)*E-2

S (50, .7.0) = fy (5:-1/2,1) liinea continua)

o (x;a,—ﬂ,y,o): i (x;1/2,1) (linea discontinua)

5. Precio de una opcién europea de venta

El andlisis anterior también puede ser extendido a la valuaciéon de opciones
europeas de venta. En efecto, si P(S,,#) denota el precio de una opcién euro-
pea de venta, empleando la condicién de paridad put-call,

P(S,0)+S,=C(S,,t)+Ke”*
se obtiene

t~ srn

P(S,.t)=Ke"'F,, (~d;at, B.yr"* )= S,F,, (dsa,~B.yc"*) (13]

6. Pago continuo de dividendos

Si se supone que el activo subyacente es una acciéon que paga dividendos de
manera continua a una tasa constante conocida ¢, entonces se tiene que
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dInS, =(r—q— fy“secO)r +dY, (14)

y el precio de la opcién en (5) y el valor d en (4) se escriben ahora, respecti-
vamente, como

C(S,.0=Se "0, (da.~p.y" )-Ke @, (~d;a. B.yr"") (15)

S, a
d:ln(Ej+(r—q—ﬂ7 secé’)f (16)

7. Impacto en precios por colas pesadas y asimetria

Se realiza un primer analisis del impacto en los precios de opciones por el
uso de distribuciones estables considerando la diferencia de precios entre el
modelo estable y el modelo de Black-Scholes-Merton. En el modelo estable se
consideraron diferentes valores para el indice de estabilidad y el parametro
de asimetria, los cuales se presentan en el siguiente Cuadro.

Cuadro 1. Valores de los parametros.

Parametros Valor
Precio del subyacente (S,) 50-150
Precio de ejercicio (K) 100
Parametro de escala (v) 0.26
Periodo de maduracion (7T) 1/12

El modelo BsM se obtiene con parametros @ =2 y £ =0 y resulta de ajustar
el pardmetro de escala por \/g Cuando se emplean distribuciones estables
simétricas ( f =0, también conocidas como vuelos de Lévy), se observa que
los precios obtenidos por el modelo BsM son inferiores a los correspondientes
al modelo estable en una posicién “dentro del dinero” y “fuera del dinero” y a
medida que se alcanza una posicidon “en el dinero”, la valuacion de la opcion
bajo el modelo estable es inferior al modelo. El comportamiento es explicado
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por el hecho de que la funcién de densidad de la distribucién normal tiene
mayor masa de probabilidad en valores adyacentes al precio de ejercicio, y
las funciones de densidad de las distribuciones estables tienen mayor masa
en las colas. Obsérvese que a medida que el pardmetro & se aproxima a 2, la
diferencia desaparece, mientras que si el valor se aleja de 2, la diferencia es
mas acentuada. Este comportamiento se ilustra en la Grafica 4.

Grafica 4. Estable simétrica.

.
i // Sl
s \ 'J T
/ _‘/"'\\‘ “\Ill |'II /» “-a._\‘_h‘
- E !
=) :_.--——"/\I\'H JII‘r//\
» |4
A . !
3 } f
= b ;
=
: 1 fj{
o ||I\ ,fl[
o
Y
I
) |
: / L
< \
| !
!
\
5I0 160 1%0
Subyacente

a =1.9 (linea continua), @ =1.8 (punteada)y ¢ =1.75 (discontinua).

El efecto de la asimetria (considerando un indice de estabilidad de ¢ = 1.5)
en la valuacion de la opcion se aprecia en la Grafica 5. Para este caso, las pri-
mas obtenidas por el modelo estable se incrementan considerablemente (con
respecto al modelo de Black-Scholes-Merton) a medida que el parametro S
se aproxima a —1 (limite de asimetria) en una posicién “dentro del dinero”,
consecuencia del traslado de la masa de probabilidad hacia la derecha por la
asimetria negativa. Comportamientos similares son obtenidos por Cartea y
Howison (2009) en su formula de valuacion en el dominio de las frecuencias.
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Grafica 5. Estable asimétrica.

Estable - BS

50 100 150
Subyacente

£ =—-0.5 (linea continua), # =-0.75 (punteada)y ff =—1 (discontinua).

8. Impacto en precios por parametro de escala

En finanzas la volatilidad es de primordial importancia en la valuacién de op-
ciones. En el analisis realizado hasta el momento sobre el comportamiento
de los precios de opciones, en el modelo estable, se ha supuesto que el pa-
rametro de escala esta relacionado con la volatilidad mediante un ajuste por
\/5. En este punto se debe recordar que las distribuciones estables carecen
de segundo momento. Sin embargo, en procesos como la normalizacién o es-
tandarizacion en distribuciones estables, el pardmetro y toma el papel de
“medida de dispersion”, papel que se extiende al concepto de volatilidad en el
ambito financiero, con lo cual se asocia la volatilidad del subyacente con el pa-
rametro de escala de la distribucidén estable. No obstante, esta volatilidad esta
directamente asociada al indice de estabilidad y al parametro de asimetria. El
impacto de la volatilidad en el modelo estable se ilustra en la Grafica 6. En esta
grafica se aprecia que los precios del modelo estable en posiciones cercanas
“en el dinero” aumentan a medida que la volatilidad crece llegando a superar
los precios del modelo BSMm.
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Grafica 6. Parametro de escala.

~ -

Estable - BS

50 100 150
Subyacente

Y= 0.16 (linea continua), Y = 0.26 (punteada)y Y = 0.36 (discontinua).

9. Conclusiones

Ala fecha, los modelos estables de valuacién de opciones han estado circuns-
critos al dominio de las frecuencias, lo que conlleva la necesidad de tener co-
nocimiento de transformadas de Fourier y sus inversas, asi como de contornos
de integracion con el fin de aplicar estos modelos de valuacién. Lo anterior
es consecuencia de que la Unica expresion analitica simple para el analisis
de las distribuciones estables corresponde a la funcién caracteristica. En este
trabajo se ha presentado una propuesta para valuar opciones con distribucio-
nes « -estables basada en la medida estable neutral al riesgo propuesta por
McCulloch (2003). La propuesta, a diferencia de las hasta ahora presentadas
en la literatura, desarrolla una férmula de valuacién al dominio del espacio
y tiempo, permitiendo adaptarse mas a la forma de valuar del modelo Black-
Scholes-Merton. El empleo del modelo estable de valuacion requiere, ademas,
de los parametros financieros relevantes (precio spot del subyacente, precio
de ejercicio, tasa de interés, periodo de maduracion y volatilidad) utilizados
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por el modelo de Black-Scholes-Merton, incorporar dos pardmetros adiciona-
les el indice de estabilidad y el correspondiente a la asimetria. Por lo tanto, la
formula de valuacién hace uso de una minima cantidad de informacién para
su aplicacién capturando caracteristicas como colas pesadas y asimetrias pre-
sentes en las series financieras, caracteristicas que el modelo Black-Scholes-
Merton no captura.

Aun cuando no se cuenta con una expresion simple de la funcién de den-
sidad de una distribucién estable, si se tiene una representacion numeérica;
la cual permite aproximar la prima de la opcién en el espacio y el tiempo, y
permite realizar los calculos involucrados en la valuacién como son: la aproxi-
macion de funciones de densidad y distribucion.
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RESUMEN

La esperanza de la funcién de castigo descontada se emplea en una
amplia familia de problemas en el contexto de la teoria de riesgo
actuarial, la valuacion de opciones en finanzas y la reclamacién
contingente del tiempo de ejercicio 6ptimo. Modelar la tasa de
reclamaciones como una funcion dependiente del tiempo es una
extension del proceso clasico de riesgo que desemboca en la
probabilidad de ruina bajo procesos de Poisson no estacionarios.
En este trabajo la probabilidad de ruina como un caso especial de la
esperanza de la funcién de castigo descontada es estimada empleando
métodos de Monte Carlo y se muestran ejemplos con distribuciones
de Pareto y Weibull, para las reclamaciones y medida de intensidad
continua bajo horizonte finito.

ABSTRACT

The expected discounted penalty function is useful in a wide family of
problems related to insurance risk theory, finance valuation of options
and the contingent claim of optimal exercise time. Modeling the arrival
claim rate as a time dependent function is an extension of the classical
risk process that yields to the probability of ruin under non stationary
Poisson process. In this paper the probability of ruin within finite time
horizon is estimated using Monte Carlo methods as a special case of
the expected discounted penalty function and examples with Pareto
and Weibull distributions for the claims and continuous intensity
measure are provided.
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1. Introduccion

| presente trabajo tiene como objetivo primordial estimar la probabilidad

de ruina bajo un horizonte de tiempo finito, en el cual se considera un pro-
ceso de riesgo donde el proceso de llegada de las reclamaciones sigue un pro-
ceso de Poisson no estacionario, es decir, la tasa de llegada no es constante en
el tiempo. Se plantea la probabilidad de ruina como un caso especial de la es-
peranza de la funcién de castigo descontada, que abarca una amplia familia de
problemas en el contexto de la teoria de riesgo actuarial (Sheldon Lin y Wang,
2009) y la valuacién de opciones de catastrofe en finanzas (Jaimungal y Wang,
2006). En la segunda seccidn, se plantea el marco teérico de los procesos de
Poisson no estacionarios; en la tercera, se definen los procesos de riesgo y la
esperanza de la funcion de castigo descontada; en la cuarta seccién se formula
el algoritmo de simulacién para la estimacién de la probabilidad de ruina; en
la quinta seccion se muestran resultados de las estimaciones para los casos
no-estacionario/Pareto y no-estacionario/Weibull. Finalmente se presentan
las conclusiones y las referencias.

2. Procesos de Poisson no estacionarios

DEFINICION 2.1 Un proceso estocastico {N¢}t20 esun proceso de con-
teo (Ross, 1983) si:

(i) N:=0.
(i) N, toma valores enteros.
(iii) Sis <t entonces Ng < N;.

(iv) Paras <t, N; — N;es el nimero de eventos que ocurrieron en
el intervalo (s, t].
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DEFINICION 2.2 El proceso de conteo {N¢}t>0 esun proceso de Poisson
no estacionario con funcién de intensidad A(t)>0, t = Osi:

(i) Ny =0.
(ii) {N¢}¢20 tiene incrementos independientes.
(i) P(Npyp — Ny > 2) = o(h).
(i) P(Nyyp — N, =1) = A(t)h + o(h).
Sea
a(t) := [ A() ds,
la medida de intensidad de {N¢}¢=0.

TEOREMA 2.3 Sea {N¢ }t=0 un proceso de Poisson no estacionario y sean
t,s =0, entonces N;— N; se distribuye Poisson con esperanza
a(t +s) —a(t).

Demostracién: Sea
P,(s) i= P(Nyys — Ny = ).
Entonces
Py(s +h) = P(Nyys4n — Ne = 0)
Py(s +h) = P(Nyys — Ni, Neygin — News = 0),
aplicando la definicién 2.2 (ii) al lado derecho tenemos
Py(s +h) = P(Nyys — Ny = 0)P(Negsn — Negs = 0),
luego de la definicion 2.2 (iii) y (iv)

Py(s + h) = Py(s)[1 = A(t + s)h + o(h)],

de aqui que
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Py(s + h) — Py(s o(h
D =P iy oo o)
h h
tomamos el limite cuando h = 0, luego
Py(s) = =A(t + s)Po(s),
es decir, s
In Py(s) = —f At + u)du
0
y esto implica
Py(s) = e~ latt+s)—a®] (2.1)

Anilogamente paran = 1
P.(s + h) = P(Nyyg4n — Ny = 1)
B,(s+h) = B,(s)[1 = A(t + s)h] + P,_1(s)[A(t + s)h] + o(h).

Luego

Pn(S + h]«)l — Pn (S) = _}{(t + S)Pn (S) + A(t + S)Pn_l(s) + ﬁ'

tomando el limite cuando h = 0 y multiplicando ambos lados por
ea(t+s)—a(t),

et t+)=a®O[p () + A(t + s)B,(s)] = A(t + s)e?t+)=a®p _ (s),
luego

d

i (7 COTOR(s)) = At + £)e IO,y (s). (22)

Cuandon = 1y usando 2.1
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d
a (ea(t+s)_a(t)P1 (S)) = A(t + S),

de forma equivalente

Pi(s) = [(a(t + s) — a(t)) + c]e~(alt+)—e®), (23)
Evaluamos en s = ( para calcular la constante ¢
P;(0) = P(Neyo — Ny =1) =0,
sustituyendo en 2.3

(a(t+0)—a(t) +c)e’ =0,

es decir,

c=0.
Luego

Pi(s) = (a(t +5) — a(t))e~(at+)=a®),

Para demostrar que P, (t) = e~ (@(t+9)-¢®) (g(¢t + 5) — a(t))" /n!
se us6 induccién matematica.

Asumimos que la formula de P;(S) vale para n — 1, entonces al em-
plear (2.2)

At +s)(a(t +5) —a(®)
(n—1)! ’

d
— [ pat+s)—a(®) —
(e P.()) =

que implica

_ (a(t + szu— a(t)) e

e(a(t+s)—a(t))Pn (S)

)

pero B, (0) = P(Nt+0 —N,=n)=0
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por tanto
B,(t) = e~(at+9)=a®) (g(t + 5) — a(t))" /n!
Es importante resaltar que el teorema 2.3 implica que

E(N;) = E(N; — No) = a(t).

PROPOSICION 2.4 a(t) es una funcién no decreciente y continua por la
derecha.

Demostracién: Como N, = N; entonces EN;,; = EN;, es decir,
a(t+s) = a(t) .

Sea t,, una sucesion tal que t,, 1 t, entonces N, | N, porque N es con-
n
tinua por la derecha. Por el teorema de convergencia mond6tona

lima(t,) = a(t).

lima(ta) = a(®

DEFINICION 2.5 La inversa de la medida de intensidad es
a~1(t) := sup{s|a(s) < t}.

Observe que a~? es continua por la derecha. Si ademas a es continua,
a ' escrecientey aoa”l(t) =t, t<a(w).

PROPOSICION 2.6 Sea N un proceso de Poisson no estacionario con medi-
da de intensidad a continua con a(o) = oo. Entonces el proceso
de conteo N := Noa~! es un proceso de Poisson estacionario con

A=1

Demostracién: Como a~* es creciente N tiene incrementos indepen-

dientes. Por otra parte, el teorema 2.3 implica que
N; — Ny = Ng-1() — Ng-1(, se distribuye Poisson con esperanza.

a(a™*(t)) —a(a l(s)) =t —s.
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3. Procesos de riesgo y la esperanza de la funcion

de castigo descontada

En la teoria clasica de riesgo (Beard, Pentikainen y Pesonen, 1984) se modela
el comportamiento de una p6liza mediante un proceso estocastico que depen-
de del capital inicial X, la constante de ingreso € y los parametros de la distri-
bucién de los montos de las reclamaciones Y; y de la tasa de arribo 4 de un
proceso de Poisson estacionario.

80

DEFINICION 3.1 El proceso de riesgo clasico que modela el capital en el
momento t es

Xt=x+ct—2§v=t0Yi .

Una forma natural de calcular (Hoyos Reyes, 2001) la constante de in-
greso es tomando el producto de un factor de recargo por el valor espe-
rado de la pérdida

c=(+pE[Lr,Y],

donde P es el factor de recargo que se interpreta como el sobreprecio
que la aseguradora fija para evitar que el capital eventualmente sea ne-
gativo, es decir, para evitar la ruina.

DEFINICION 3.2 Bajo la medida de probabilidad P* la probabilidad de
ruina es

P(x) := P*(1 < 0),
donde T = inf{t|X; < 0} es el momento en que la ruina ocurre.

DEFINICION 3.3 La esperanza de la funcién de castigo descontada (Ger-
ber y Shiu, 1998) es

m(x) = E*[e " w(x,_, x,)I{T < o}]

Donde & es una tasa de interés y w(x,_,x;) es una funcién de pe-
nalizacién que representa los costos econémicos del asegurador en el
momento de la ruina asumiendo que dependen del superavit X;—en el
instante de la ruina y el déficit en la ruina X, (véase la Figura 1).
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Figura 1. Superavit y déficit en el momento de la ruina.

X

s

Para calcular la probabilidad de ruina empleando m(x) basta conside-
rar§ =0y w(x,_,x;)=1.

DEFINICION 3.4 La probabilidad de ruina en un horizonte de tiempo fi-
nito T es

Y, T) = m(x),

cond =0y w(x,_,x;) =I{t <T}.

4. Estimacion de la probabilidad de ruina

ALGORITMO 4.1 Estimacion de la probabilidad de ruina con horizonte
finito T, bajo un proceso de Poisson no estacionario con medida de in-
tensidad a continua.

OBJETIVO: Generar las 1 realizaciones del proceso de riesgo X;, donde
el proceso de llegada de las reclamaciones es Poisson no estacionario,
para formular 1/3(x, T) el estimador de Monte Carlo (EMc) de Y(x, T).

ENTRADA: n, T, X, p,qa, Fy.
saLipa: P(x, T).
METODO:

[« 1.

R « 0.
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Hasta que i > n haz:

X < 0.

t < 0.

Z « 0.

W < 0.

Mientras (X < x) y (t < T) haz:
Generamos S~exp(1).
Generamos Y ~Fy.
WeW+S.

t —at(W).

Z<7Z+Y.

X<Z—-0+p) EY-a(t).
SiX > xentoncesR < R + 1.

Fin Mientras.

i<—i+1.

Fin Hasta.

P(x,T) « Ry

DEFINICION 4.2 Llamamos S, a la desviacién estandar del EMc es

decir,
Seve ZJVARi!/?iO,t H
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DEFINICION 4.3 La Tolerancia del EMc W(H,t) es el radio del intervalo
de confianza del estimador con 99% de confianza,

Tol,, =2.575 8 1y -

DEFINICION 4.4 El %7Tol es el porcentaje de variacion de la Tolerancia
respecto al EMC W(H,t),

Tolerancia

v(6.1)

%Tol=100

5. Resultados

EJEMPLO 5.1 Proceso de riesgo con llegadas de acuerdo a un proceso de Pois-
son no estacionario con reclamaciones distribuidas Pareto(a, ) .

Se considera una medida de intensidad a(t) = t?, porloqued(t) = 2t ,yse
realizaron 10* simulaciones empleando el método de la transformada inversa
para simular los montos de las reclamaciones.

Tabla 1. Estimacion de la probabilidad de ruina caso no-estacionario/Pareto.

p X a § T P'(x,T) Senc Tol ,, %Tol
0.01 10 3 0.5 10 0.2114 4.08x107 1.05x10* 4.97
0.01 10 3 0.5 20 0.4872 4.99x10° 1.29x10* 2.64
0.05 10 3 0.5 20 0.2851 4.51x107 1.16x10* 4.07
0.01 | 20 4 2 10 0.4251 4.94x10°3 1.27x102 2.99
0.05 | 20 4 2 10 0.3220 4.67x107 1.20x102 3.74
0.05 | 20 4 2 30 0.4865 4.99x107 1.28x102 2.64

EJEMPLO 5.2 Caso no estacionario/distribucion de Weibull.
La distribuciéon de Weibull resulta particularmente interesante porque no
existe la funcién generadora de momentos si @ < 1. Para simular los montos
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de las reclamaciones se emplea el método de la transformada inversa. Se rea-
lizaron 10* simulaciones en cada realizaciéon para la estimacion del EMc, con
una medida de intensidad igual al ejemplo 5.1.

Tabla 2. Estimacion de la probabilidad de ruina caso no-estacionario/Weibull.

p X a Bl T | &I S Tol, ,, %Tol
001 | 10 | 05 | 1 | 10 | 07082 | 4.55x10? 117x102 | 1.65
001 | 10 | 05 | 1 | 50 | 09221 2.68x10° 6.90x10% | 0.75
003 | 20 | 05| 1 | 50 | 08325 3.73x10° 9.62x10° | 115
001 | 50 | 2 3 | 20 | 01102 3.13x10° 8.06x103 | 7.31
003 | 40 | 2 3 | 20 | 01223 3.27x10° 8.43x10° | 6.89
003 | 40 | 2 3 | 30 | 02127 | 4.09x10? 1.05x10? | 4.95

6. Conclusiones

Los procesos de Poisson no estacionarios nos permiten modelar problemas
donde la tasa de llegada depende del tiempo, lo que se traduce en una mejor
aproximacién a la realidad. Los problemas de riesgo en el contexto de la es-
peranza de la funcidn de castigo descontada son relevantes en aplicaciones
actuariales y financieras, la extension al problema de la probabilidad de ruina
en tiempo finito bajo una medida de intensidad discontinua serd materia de
trabajos posteriores. Los resultados permiten, bajo necesidades particulares,
realizar un analisis de escenarios considerando que el algoritmo descrito pue-
de emplearse utilizando diferentes distribuciones para los montos de las re-
clamaciones y de diversas medidas de intensidad continuas.
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