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Presentación

Con este segundo número, la Red para el Análisis de Riesgos Finan-
cieros continúa estableciendo un espacio de colaboración para 
que los investigadores en finanzas, administración y modelado de 

riesgos financieros compartan sus resultados de investigación original.
En este número, el lector encontrará cuatro documentos de investigación 

relevantes en el estudio y práctica de estas áreas de conocimiento. En dos de 
estos artículos, los autores desarrollan modelos de valuación para instrumen-
tos financieros. El primero desarrolla metodologías estocásticas para valuar 
opciones y, utilizando información empírica, concluye que existen divergen-
cias entre los valores estimados de las opciones y los valores observados en 
los mercados. En el segundo artículo, los autores proporcionan un modelo 
cerrado para la valuación de una nota estructurada que satisface los modelos 
de Black-Scholes y Merton.

Los dos trabajos de investigación restantes están vinculados con temas 
que actualmente reciben singular atención. En el primero de éstos, los autores 
aplican metodologías financieras para explorar soluciones a los problemas 
del medio ambiente. Proponen que a través de la emisión de “certificados de 
mejora” que se comercialicen en mercados financieros, es posible estimular 
la cooperación entre agentes económicos en forma tal que la dinámica pro-
pia de los mercados determine el valor “correcto” de las mejoras ambientales. 
Por otra parte, el último artículo se refiere al efecto económico asociado a la 
política seguida por el gobierno mexicano de incrementar gradualmente los 
precios de las gasolinas. Los autores desarrollan un modelo econométrico que 
les permite concluir que, contrario a lo que la mayoría de los analistas econó-
micos suponen, estos incrementos no se traducen en incrementos de precios 
generalizados en la economía.
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Esperamos que los lectores de Estocástica: finanzas y riesgo encuentren 
en este número, material de investigación original que estimule y promueva 
el desarrollo de las finanzas, el análisis, la administración y el modelado de 
riesgos financieros.

Comite Editorial.
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Resumen

El impacto de la naturaleza no lineal y el comportamiento estocástico de 
la tasa de interés se reflejan directamente en la fijación de precios de los 
productos derivados, particularmente en los contratos con vencimientos 
largos. Este trabajo de investigación propone modelos analíticos para la 
valuación de opciones sobre acciones cuando la tasa de interés tiende 
a ser estocástica bajo una medida martingala equivalente o forward 
neutral al riesgo. El modelo de equilibrio toma en cuenta la interacción 
entre los movimientos de los precios del activo riesgoso y el bono cupón 
cero libre de riesgo crédito, capturando las dos fuentes de incertidumbre 
en una sola a través del término de difusión de la dinámica del precio 
forward. Además, el modelo de solución cerrada es aplicado a los precios 
diarios de América Móvil. El periodo de los datos cubre del 2 de enero de 
2004 al 9 de mayo de 2011. En general, los resultados números indican 
que los valores de las opciones están sobreestimados o subestimados 
con respecto a los valores de mercado en la mayoría de los casos. 

Palabras claves: Valuación de opciones, tasa de interés estocástica, 
procesos de difusión, medidas martingala.

AbstRAct

The nonlinear dynamics and the stochastic behaviour of the interest 
rate have a stronger impact on the pricing of derivatives securities, 
particularly for long-maturity option contracts. This paper proposes 
closed-form solutions for the pricing of equity options when the interest 
rate is stochastic under the existence of an equivalent martingale measure 
or risk-neutral forward measure. The arbitrage-free pricing model allows 
for capturing the dependence structure between the rates of return of 
the underlying stock and the default-free zero coupon bond, i. e. the two 
uncertainty sources can be simplified as one uncertainty source by means 
of the diffusion term of the forward price dynamics. In addition, we apply 
the solutions of model to the daily data of America Movil over the period 2 
January 2004 to 9 May 2011. Overall, the numerical results show that the 
values of the options are overestimated o underestimated with respect to 
the market values in most of the cases. 

Keywords: Derivatives pricing formula, stochastic interest rate, diffusion 
processes, martingale measure. 
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1. Introducción

En el campo de las finanzas cuantitativas, el modelo de forma cerrada de 
Black-Scholes ha sido extensamente aplicado para los propósitos de va-

luación, administración y control de riesgos de portafolios de derivados por 
los participantes en los mercados organizados y OTC en las últimas décadas, 
incluso para la valuación de opciones reales (Trigeorgis, 1996). Por ello, la 
sólida teoría es considerada la base financiera para los métodos contemporá-
neos de valuación de opciones bajo la premisa de la ausencia de oportunida-
des de arbitraje. La esencia de la teoría de Black-Scholes (1973) consiste en 
construir un portafolio libre de riesgo formado por una posición larga en el 
mercado de opciones y una posición corta en el mercado de contado (acción o 
activo riesgoso), la cual debe ser replicada en intervalos de tiempo infinitesi-
males. El resultado principal de esta perfecta estrategia de cobertura libre de 
riesgo es la ecuación diferencial parcial parabólica lineal, cuya solución ana-
lítica es la fórmula para la valuación de opciones bajo los supuestos de que la 
dinámica del precio del activo subyacente está gobernada por un movimiento 
Browniano geométrico y la tasa de interés es conocida y constante a través 
del tiempo. Este último supuesto asumido en el marco de Black-Scholes se 
atribuye al hecho de que el comportamiento de las tasas de interés tiende a 
ser más estable a través del tiempo en relación al comportamiento observado 
en los mercados accionarios.

Sin embargo, literatura financiera-económica ha encontrado suficiente 
evidencia estadística acerca del claro comportamiento no-lineal y no-estacio-
nario de las tasas de interés, es decir, que éstas evolucionan como un proceso 
estocástico bajo la hipótesis de reversión a la media (Nelson y Plosser, 1982; 
Choi y Wohar, 1991; Anderson, 1997; Chiang y Chiang, 1995 y 1999; Chapman 
y Pearson, 2000; Bandi, 2002; Shively, 2005). En consecuencia, varios modelos 
de equilibrio o libres de arbitraje han sido desarrollados y utilizados por aca-
démicos para entender y capturar el comportamiento dinámico de las tasas 
de interés durante las últimas décadas. En este sentido, la amplia literatura se 
divide en tres grupos: el primer grupo de modelos continuos utiliza un factor 
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1 Otro modelo de un factor, pero con volatilidad creciente y distribución lognormal 
para el nivel de la tasa de interés, es propuesto por Dothan (1998).

2 En este contexto es importante resaltar que Ho y Lee (1986) fueron los pioneros en 
proponer un modelo de tasas de interés exógeno. Sin embargo, la evolución de la 
estructura de plazos de las tasas de interés está gobernada por un modelo basado en 
el supuesto de un árbol binomial.

o una simple fuente de incertidumbre para explicar la evolución dinámica de 
la tasa de interés de corto plazo, sugerido inicialmente por Merton (1973) y 
posteriormente extendido por Vasicek (1977) y Cox, Ingersoll y Ross (1985).1

Por su parte, Brennan y Schwartz (1979), Schaefer y Schwartz (1987), 
Longstaff y Schwartz (1992) y Fong and Vasicek (1991), con base en modelos 
de dos factores, sostienen que la variabilidad en las tasas de interés a dife-
rentes plazos se explica mejor cuando son incorporados más de dos variables 
explicativas o factores estocásticos. No obstante, el interés por relajar el débil 
ajuste en la actual estructura de plazos de las tasas de interés derivado por 
los modelos de un factor ha generado varias extensiones debido a las impli-
caciones que pueden tener en la valuación de productos derivados más com-
plejos. Al respecto, Hull y White (1990) proponen un modelo exógeno de tres 
factores al introducir parámetros como función del tiempo en el modelo de 
Vasicek, el cual captura más apropiadamente la estructura de dependencia 
entre las tasas de interés de diferentes vencimientos y los patrones de volati-
lidad reales.2 Por lo anterior, el tema de la propiedad estocástica de la tasa de 
interés de corto plazo ha recibido especial atención en la literatura financiera, 
dado que el supuesto de tasa de interés constante tiene consecuencias trans-
cendentales en las estrategias de cobertura perfecta para reducir el riesgo e 
incluso invalidar la aplicación de modelos de valuación de opciones bajo una 
medida martingala equivalente única, particularmente en los contratos de op-
ciones con vencimientos largos debido a los efectos de apalancamiento y la 
naturaleza no-lineal de los instrumentos derivados. 

En esta investigación se propone un modelo de forma cerrada para la va-
luación de opciones en el marco de Black-Scholes y Merton cuando la dinámi-
ca del precio del activo riesgoso está gobernada por un movimiento Brownia-
no geométrico y la tasa de interés libre de riesgo es estocástica. El modelado 
de la fuente de incertidumbre de la tasa de interés es directamente a través 
del comportamiento estocástico del precio de un bono cupón cero libre de 
riesgo crédito, el cual también sigue un movimiento Browniano geométrico 
con varianza determinística y con el mismo vencimiento al de la opción. El 
procedimiento de valuación consiste en determinar un proceso de difusión 

Estocástica 2 ok.indd   10 02/08/2011   07:27:35 p.m.



Soluciones de forma cerrada para la valuación de opciones con tasa de interés...

 11

que capture las dos fuentes de incertidumbre del activo riesgoso y del bono 
cupón cero en una sola fuente de incertidumbre bajo una medida forward de 
probabilidad neutral al riesgo. Cabe resaltar que el modelo de forma cerra-
do derivado es muy similar al propuesto por Björk (2004) de acuerdo con la 
teoría de arbitraje en tiempo continuo. Otra de las contribuciones es que el 
modelo extendido es aplicado a datos diarios de la acción de América Móvil L 
(AMXL) que cotiza en el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer), utilizan-
do la volatilidad correlacionada condicional estimada a través de los modelos 
GARCH multivariados.

Esta investigación está estructurada de la siguiente forma. En la segunda 
sección se establecen los supuestos básicos del modelo de Black-Scholes. En 
la sección 3 se deriva la dinámica del proceso de difusión que captura las dos 
fuentes de incertidumbre. En la cuarta sección se obtiene el modelo de valua-
ción de opciones en el contexto tradicional de Black-Scholes asumiendo tasa 
de interés estocástica. La sección 5 describe brevemente los modelos GARCH 
multivariados utilizados para la estimación de la volatilidad correlaciona con-
dicional. Los resultados numéricos de la aplicación del modelo de forma ce-
rrada son proporcionados en la sección 6. En la última sección se presentan 
las conclusiones y comentarios.

2. Supuestos básicos y dinámicas de los activos

Con el propósito de obtener soluciones de forma cerrada tratables, los su-
puestos tradicionales de la economía de Black-Scholes son empleados, pero 
con una extensión en la economía a fin de capturar la fuente de incertidumbre 
de la tasa de interés en un contexto neutral al riesgo. De esta manera, los prin-
cipales supuestos del modelo son introducidos y discutidos a continuación.

Considerando una economía de operación continua, la incertidumbre en 
los mercados financieros se captura a través de la introducción de un espacio 
de probabilidad ( )ΡℑΩ ,,  y una filtración { }TtF t ≤≤ℑ= 0: , en donde tS re-
presenta el valor del activo riesgoso en el tiempo t . La dinámica estocástica 
de tS  en el espacio de probabilidad neutral al riesgo es conducida por un 
movimiento Browniano geométrico de la siguiente forma:
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                                     tss
t

t dXdt
S

dS                                                            (1) 

 

 donde el parámetro que define a la tendencia instantánea s  representa el rendimiento 

esperado, s es la desviación estándar del rendimiento esperado del activo  riesgoso tS , los 

cuales son constantes a través del tiempo. Este proceso tiene la característica de tener 

incrementos temporales independientes que se distribuyen como una variable aleatoria normal 

 (1)
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donde el parámetro que define a la tendencia instantánea sµ  representa el 
rendimiento esperado, sσ es la desviación estándar del rendimiento esperado 
del activo riesgoso tS , los cuales son constantes a través del tiempo. Este pro-
ceso se característica por tener incrementos temporales independientes que 
se distribuyen como una variable aleatoria normal con media 

6 
 

con media   0tdXE   y varianza    dtdXVar t   en el mismo espacio de probabilidad, y se 

define como una función del movimiento Browniano estándar  o  proceso de Wiener, es decir, 

tX . 

 Considerando un mercado en donde se emiten y negocian instrumentos financieros 

libres de riesgo crédito que cotizan a descuento, es decir, bonos cupón cero con precio de 

mercado TtB .   en el tiempo t  y vencimiento en el tiempo T , y que regresan el valor nominal 

de una unidad monetaria al vencimiento, 1, TTB . De manera similar, la dinámica del valor 

del bono cupón cero libre de riesgo crédito está gobernada por un movimiento Browniano 

geométrico definido de la siguiente forma: 

 

                                 tBB
Tt

Tt dZdt
B

dB
 

,

,                                       (2) 

 

donde los parámetros �B   y  � B  representan el rendimiento esperado y la volatilidad de la 

tasa instantánea de rendimiento del bono cupón cero libre de incumplimiento TtB . . La variable 

aleatoria tZ  es también un proceso de Wiener con incrementos temporales independientes que 

se distribuyen normal con   0tdZE  y    dtdZVar t  . 

  De esta manera, este supuesto muestra que la fuente de incertidumbre del precio del 

bono cupón cero conducido por la ecuación diferencial estocástica (2), es equivalente a 

modelar la incertidumbre de la  tasa de interés libre de riesgo bajo la misma medida de 

probabilidad neutral al riesgo (Liao y Huang, 2005). En este contexto no se especifica un 

modelo estocástico para la tasa de interés de corto plazo, aunque modelos como Vasicek  

(1997) y Cox et al. (1985) pueden ser utilizados en este marco con sólo modificar el término 

de difusión en la ecuación diferencial estocástica anterior. 
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De esta manera, este supuesto muestra que la fuente de incertidumbre 
del precio del bono cupón cero conducido por la ecuación diferencial esto-
cástica (2), es equivalente a modelar la incertidumbre de la tasa de interés 
libre de riesgo bajo la misma medida de probabilidad neutral al riesgo (Liao 
y Huang, 2005). En este contexto no se especifica un modelo estocástico 
para la tasa de interés de corto plazo, aunque modelos como Vasicek (1997) 
y Cox et. al. (1985) pueden ser utilizados en este marco con sólo modificar el 
término de difusión en la ecuación diferencial estocástica anterior.

Por su parte, otros supuestos que delimitarán el marco y los alcances de 
este trabajo de investigación son que los mercados de los activos financieros 
tratables están libres de fricciones, es decir, la operación en el mercado es con-
tinua y se asume que no existen costos de transacción, impuestos o pago de 
dividendos y no hay limitaciones en las ventas en corto. Asimismo, los agentes 
económicos participantes pueden endeudarse y prestar a la misma tasa de 
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interés instantánea libre de riesgo. Finalmente, asumiendo que un conjunto de 
activos financieros se pueden negociar continuamente en el mercado, el activo 
financiero tB  representa la cantidad de dinero depositada en una cuenta ban-
caria o invertida en el mercado de dinero en el tiempo 0≥t , cuya evolución es 
conducida por la ecuación diferencial
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donde  tr   es una función positiva del tiempo lo que implica que el valor de la cuenta bancaria 

tB  también sea una función determinística del tiempo continua y creciente. 
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3. Proceso de difusión bajo la medida forward

En esta sección, el principal objetivo es derivar la dinámica conjunta de las 
dos fuentes de incertidumbre, capturándolas en una sola fuente de incerti-
dumbre bajo una medida de probabilidad forward neutral al riesgo. En este 
contexto, el término de difusión o volatilidad del nuevo proceso estocástico 
captura apropiadamente ambas fuentes de incertidumbre a través de la co-
rrelación entre los movimientos del activo riesgoso y el bono cupón cero libre 
de incumplimiento. 

Dado que las dinámicas de los procesos tS  y TtB .  pueden ser expresadas 
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Asumiendo que los precios de tS  y TtB ,  se distribuyen lognormal, entonces la función 

que depende de ambos factores de riesgo se puede expresar de la siguiente forma: 
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 y donde ρ  es un número real, entonces se puede definir 
una función que depende de ambas fuentes de incertidumbre y el tiempo, es 
decir, ( )tBSf Ttt ,, , .
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Aplicando el Lema de Itô, las reglas del cálculo estocástico y sustituyendo 
las dinámicas de los precios del activo riesgoso y bono cupón cero libre de 
incumplimiento se tiene la siguiente ecuación:
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donde el argumento de la función logarítmica se puede definir como el precio 
forward sobre el activo riesgoso negociado en el tiempo t  y con fecha de entrega 
en el tiempo T , es decir,
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Tomando las derivadas parciales de la ecuación (6) y sustituyéndolas en la 
ecuación (5) se tiene que
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 Para simplificar la dinámica del forward suponemos que los términos de difusión que 
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En consecuencia, la dinámica del precio forward sobre el activo riesgoso en el tiempo 

t  está conducida por la ecuación diferencial estocástica 
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 De acuerdo con el supuesto de que los precios forward siguen una distribución 
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donde F  es la volatilidad de la tasa de rendimiento instantánea del precio forward, la cual se define 

como una función creciente dependiente del tiempo. En este sentido, el comportamiento estocástico de 

la tasa de interés de corto plazo tiene un efecto importante en la naturaleza de los precios de las 

opciones,  particularmente cuando aún falta bastante tiempo para la expiración de la opción o en la 

celebración del contrato. 

  De esta manera, el potencial de la medida forward coadyuva a capturar, de manera 

eficiente, las dos fuentes de incertidumbre definidas por el activo riesgoso y el bono cupón 

cero libre de incumplimiento en una sola fuente de riesgo. 
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  De esta manera, el potencial de la medida forward coadyuva a capturar, de manera 

eficiente, las dos fuentes de incertidumbre definidas por el activo riesgoso y el bono cupón 

cero libre de incumplimiento en una sola fuente de riesgo. 
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3 En este contexto, la definición de estrategia de inversión autofinanciable es alcanzada 
cuando sólo cambia de valor ante cambios en los precios del activo subyacente, es 
decir, no se obtienen flujos adicionales después del tiempo inicial 

nes, particularmente cuando aún falta bastante tiempo para la expiración de 
la opción o en la celebración del contrato.

De esta manera, el potencial de la medida forward coadyuva a capturar, 
de manera eficiente, las dos fuentes de incertidumbre definidas por el activo 
riesgoso y el bono cupón cero libre de incumplimiento en una sola fuente de 
riesgo.

4. Valuación de opciones bajo una medida  
forward neutral al riesgo

La extensa investigación en matemáticas financieras demuestra que el supues-
to de mercado completo (libre de oportunidades de arbitraje) es un concepto 
estándar de restricción en los modelos de Black-Scholes y Merton. De hecho, 
el supuesto fundamental de esta teoría sustenta la existencia de una medida 
de probabilidad neutral al riesgo o medida martingala equivalente. En otras 
palabras, los precios de las opciones financieras se comportan como martin-
galas, al existir suficientes contratos que ayudan a cubrir o replicar cualquier 
activo subyacente a través estrategias de inversión dinámicas autofinancia-
bles (Harrison y Kreps, 1979; Harrison y Pliska, 1981, 1983; Duffie, 1996).3

Sin embargo, la relajación de este supuesto aunado a la introducción de 
nuevas fuentes de incertidumbre con respecto al movimiento Browniano pue-
de conducir a modelos de valuación inapropiados en la cobertura completa o 
perfecta del riesgo intrínseco. En el caso de un modelo de difusión con tasa de 
interés estocástica, el mercado puede ser completo o incompleto. Si el mer-
cado es incompleto, en ese momento la medida martingala equivalente deja 
de ser única. Asimismo, la cobertura perfecta en el marco de Black-Scholes y 
Merton es inalcanzable debido a que la medida martingala equivalente es fija-
da por el propio mercado a través de los precios de mercado de las opciones, 
subestimando así las primas dentro y fuera del dinero y sobreestimándolas 
en el dinero. Para solucionar este problema se establece la relación entre el 
concepto económico de ausencia de arbitraje y la propiedad matemática de la 
existencia de una medida neutral al riesgo o medida martingala equivalente 
demostrada por Harrison y Pliska (1981).
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4 Para un estudio más profundo de los diferentes tipos de soluciones de las ecuaciones 
diferenciales estocásticas, véase Elliot (1982) y Karatzas y Shreve (1991).

En la teoría financiera, la interpretación de que los cambios futuros en los 
precios de los activos financieros son totalmente impredecibles alimentado 
por el hecho de que en un tiempo determinado, la información más recien-
te manejada en los mercados financieros es considerada la más importante, 
por lo que el incremento esperado es cero. Sin embargo, la mayoría de los 
precios de los activos financieros no siempre tienden a comportarse como 
martingalas debido a que no son completamente impredecibles. Esto se atri-
buye, en cierta forma, a que los inversionistas que participan en los mercados 
financieros esperan que los precios de los bonos y las acciones aumenten con 
el tiempo, mientras que en el caso de los productos derivados (futuros y op-
ciones) disminuyan (Neftci, 2000). Aunque, los activos financieros pueden ser 
transformados en martingalas al eliminar la tendencia instantánea, también 
conocida como la prima al riesgo que demandan los inversionistas cuando 
se encuentran correlacionados positivamente con el riesgo de mercado; sin 
embargo, esta tarea no es fácil en la práctica financiera, en particular en la 
valuación de productos derivados. 

De acuerdo con el cálculo de Itô y el supuesto de que los precios de los 
activos financieros siguen una distribución lognormal, consideremos que la 
solución única de la ecuación diferencial estocástica (12) se puede expresar 
de la siguiente forma:4 
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 En este caso, la solución única representada por el precio forward no se comporta 

como martingala, puesto que todo proceso estocástico que aumenta en el promedio es una 

supermartingala (Neftci, 2000). Sin embargo, para transformar esta solución única a una 

martingala, es necesario eliminar la prima al riesgo o tendencia instantánea sin alterar la 

estructura de la volatilidad del activo subyacente mediante un cambio de medida de 

                                                           
4 Para un estudio más profundo de los diferentes tipos de soluciones de las ecuaciones diferenciales estocásticas, 
véase Elliot (1982) y Karatzas y Shreve (1991).   

 (13)

En este caso, la solución única representada por el precio forward no se com-
porta como martingala, puesto que todo proceso estocástico que aumenta en 
el promedio es una supermartingala (Neftci, 2000). Sin embargo, para trans-
formar esta solución única a una martingala, es necesario eliminar la prima 
al riesgo o tendencia instantánea sin alterar la estructura de la volatilidad del 
activo subyacente mediante un cambio de medida de probabilidad, de tal ma-
nera que al descontar el precio forward por la tasa libre de riesgo se comporte 
como una medida martingala equivalente.

De esta manera, la existencia de una medida martingala equivalente única 
para la solución del precio forward es demostrada por el teorema de Girsanov 
a través de la siguiente proposición.
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Proposición 1.

Si consideramos que 
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1ˆˆexp σσ  es 

una martingala.5

En consecuencia, el estudio de la teoría de martingalas constituye una 
herramienta clave en la valuación de productos derivados, ya que en ellas va 
implícita el concepto de no arbitraje que permite el desarrollo de múltiples 
modelos financieros de equilibrio.

En el contexto de medida de probabilidad forward neutral al riesgo, la 
fijación de los precios en las opciones se puede tratar a través de soluciones 
de forma cerrada bajo supuestos básicos. Por ejemplo, el valor de una opción 
call o put en el tiempo t  con precio de ejercicio K  y fecha de expiración en 
el tiempo tT > , utilizando la dinámica del precio forward sobre el activo sub-
yacente se obtiene a través del valor esperado condicional del precio spot con 
vencimiento en T  dado un conjunto de información disponible hasta el tiem-
po t  bajo una medida martingala Q  equivalente, es decir,
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Q KFdsrvETtV exp,                                     (14) 

 
                                                           
5 Para una demostración matemática más detallada de la proposición 1, véase De Jesús (2001).  

 (14)

donde ( )+− KFT  es la función máximo del perfil de pagos de la opción en el 
tiempo T , con 1=v  para un call y 1−=v  para un put.

Un hecho que cabe resaltar es que la valuación de la opción bajo una me-
dida forward es más conveniente en el presente contexto, estableciendo que 
el precio forward en el tiempo T  se comporta como una martingala bajo esta 
misma medida de probabilidad. De esta forma, el valor de la opción se puede 
expresar de la siguiente manera:

5 Para una demostración matemática más detallada de la proposición 1, véase De Jesús 
(2001). 
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donde KTF ≥1  es una función indicadora con valor igual a 1 si KFT ≥  y cero 
si sucede lo contrario, cuyo valor esperado es simplemente la probabilidad de 
que el evento representado por la función indicadora ocurra (Geman, Karaoui 
y Rochet, 1995).

Dado que la condición de la función indicadora6 se cumple y el movimien-
to Browniano estándar se distribuye normal ( )tTN −,0   bajo la medida de 
probabilidad Q  y 
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6 Para una demostración matemática detallada de la condición de la función indicadora, véase De Jesús (2001). 

 con Z ~ ( )1 ,0N  bajo la probabilidad Q  se 
tiene que.

6 Para una demostración matemática detallada de la condición de la función indicadora, 
véase De Jesús (2001).
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Factorizando el argumento de la función exponencial de tal manera que sea 
un binomio cuadrado perfecto se tiene que 
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donde la segunda integral de la ecuación (17) representa la función de distribución acumulada 

de una variable aleatoria normal. De manera similar, la primera integral también se puede 

transformar a la distribución acumulada normal realizando el siguiente cambio de variable 

tTzw F   . Obviamente este cambio de variable genera un cambio de límites de 

integración. 

En consecuencia, el precio de una opción call o put sobre un activo riesgoso con tasa 

de interés estocástica determinado por el método de valuación forward neutral al riesgo se 

puede expresar de la siguiente forma: 
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6 Para una demostración matemática detallada de la condición de la función indicadora, véase De Jesús (2001). 
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donde la segunda integral de la ecuación (17) representa la función de dis-
tribución acumulada de una variable aleatoria normal. De manera similar, la 
primera integral también se puede transformar a la distribución acumulada 
normal realizando el siguiente cambio de variable tTzw F −+= σ . Obvia-
mente este cambio de variable genera un cambio de límites de integración.

En consecuencia, el precio de una opción call o put sobre un activo ries-
goso con tasa de interés estocástica determinado por el método de valuación 
forward neutral al riesgo se puede expresar de la siguiente forma:
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y

Aunque existen dos factores de riesgo para la valuación de opciones en este 
contexto, capturados por la varianza del precio forward sobre el activo ries-
goso. Estos modelos de forma cerrada no requieren de distribuciones acumu-
ladas normales estándar, en un marco multivariado, para demostrar que las 
probabilidades de las opciones se encontrarán dentro del dinero. De hecho, si 
la volatilidad Fσ  es constante y la tasa de interés libre de riesgo es plana o 
constante, es decir, ( )( )tTrB Tt −−= exp, . El modelo de forma cerrada definido 
por la ecuación (18) se reduce al tradicional modelo de valuación de opciones 
de Black-Scholes. Finalmente, la ecuación (18) tiene una gran similitud al re-
sultado de Björk (2004), quien también deriva un modelo de forma cerrada 
para la valuación de opciones sobre acciones cuando la tasa de interés se com-
porta estocásticamente.
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5. Modelos multivariados de varianza condicional

La estimación y predicción de la varianza condicional juega un papel funda-
mental en diversas aplicaciones financieras, particularmente en aquellas rela-
cionadas con la administración de riesgos, el análisis de portafolios de inver-
sión y la valuación de activos financieros y productos derivados. La extensión 
del análisis de la volatilidad condicional de series financieras univariadas a 
través de la familia de los modelos ARCH-GARCH (Engle, 1982 y Bollerslev, 
1986) al contexto de la modelación de la covarianza condicional de series fi-
nancieras multivariadas ha sido un natural avance en la teoría financiera. Por 
ejemplo, existe una familia de modelos GARCH multivariados que describen 
todos los elementos de la covarianza condicional o volatilidad correlaciona-
da dinámica, entre ellos se incluyen el modelo VEC diagonal propuesto por 
Bollerslev, Engle y Wooldridge (1988), el modelo de correlación condicional 
constante de Bollerslev (1990), el modelo BEKK desarrollado por Engle y Kro-
ner (1995) y el modelo de correlación condicional dinámica propuesto por 
Engle (2002). En esta investigación se aplicaran los modelos VEC diagonal y 
BEKK para estimar la volatilidad correlacionada condicional.

5.1 Modelo VEC Diagonal 

El modelo VEC diagonal de Bollerslev, Engle y Wooldridge (1998) se carac-
teriza por ser un una versión parsimoniosa del modelo GARCH multivariado 
general. Este modelo permite la modelación de covarianzas cambiantes en el 
tiempo a partir de una forma vectorial, expresada de la siguiente forma:

 ( ) ( )∑ ∑
=

−
=

−− ++=
p

i
it

q

i
iittit HvechBvechACvechHvech

1 1
1 ')()( εε

 
(19)

donde tH  representa a la matriz de covarianza condicional en el tiempo t y 
vech  se define como el operador que agrupa las columnas de la parte triangu-
lar inferior de una matriz simétrica en un vector.

De esta manera, la especificación GARCH multivariada sugiere que tH  
sea una función lineal de los residuales cuadrados y cruzados rezagados, así 
como de los valores rezagados de los elementos de tH . Sin embargo, algunos 
problemas surgen al momento de la diagonalización del modelo, porque la 
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restricción de la dependencia dinámica propicia sesgos en la estimación de 
los parámetros ubicados en la parte superior de la diagonal de la matriz. Esto 
es, únicamente los choques en el activo i pueden afectar la varianza condi-
cional del activo i y la correlación condicional entre los activos i y j, pero no 
la volatilidad del activo j. Este supuesto es muy limitado y, obviamente, una 
desventaja para el modelo VEC diagonal, pero necesario para garantizar que 
la matriz de covarianza condicional sea positiva definida. 

5.2 Modelo BEKK

Para solucionar el problema de la restricción de los parámetros aunado a la 
restricción de la matriz positiva definida, Engle y Kroner (1995) proponen 
una nueva reparametrización para la matriz de covarianza condicional tH , es 
decir, el modelo BEKK,

 ∑ ∑
= =

−−−− ++=
p

i

q

j
jitjitittit BHBAACCH

1 1
1 '''' εε  (20)

donde C  es una matriz triangular inferior de constantes, mientras que iA  y 
jB  son matrices de dimensión de NN x . Los parámetros contenidos en la 

diagonal de las matrices iA  y jB  capturan los efectos de los choques pasados 
propios y la volatilidad pasada del activo i  sobre su volatilidad condicional. 
Por su parte, los parámetros fuera de la diagonal de las matrices iA  y jB  
recogen los efectos cruzados de mercado en la volatilidad, también conocida 
como volatilidad spillover.

Asimismo, esta especificación alternativa de la ecuación de la covarianza 
condicional permite capturar la dependencia dinámica entre las series de las 
volatilidades y garantizar que la matriz de covarianza condicional sea positiva 
definida; no obstante, dicho modelo presenta debilidades. En primer lugar, no 
existe una interpretación directa de los parámetros de las matices iA  y jB  
con respecto a los valores rezados de las volatilidades o choques. La segunda 
debilidad es que el número de parámetros a estimar en el modelo BEKK au-
menta rápidamente con el incremento de p  y q , limitando así el número de 
activos financieros. Finalmente, la modelación de la matriz de covarianza con-
dicional presenta serias complicaciones, puesto que la evidencia empírica ha 
demostrado que la mayoría de los parámetros estimados no son significativos 
estadísticamente.
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6 Aplicación para el mercado mexicano de derivados

En esta sección se aplica el modelo de valuación de opciones incorporando 
la naturaleza estocástica de la tasa de interés y la volatilidad correlacionada 
condicional estimada a través de los modelos GARCH multivariados.

6.1 Datos y estimación de los parámetros de los modelos 
GARCH multivariados

Para el análisis de la volatilidad correlacionada condicional se utilizan los pre-
cios diarios de cierre del título de capital de América Móvil L (AMXL) y los pre-
cios de los Cetes a 91 días del mercado secundario. El periodo muestral cubre 
del 2 de enero de 2004 al 9 de mayo de 2011, totalizando 1854 observaciones. 
La selección del periodo de estudio es consistente con la fecha del 22 de mar-
zo de 2004, día en que iniciaron las operaciones de opciones sobre AMXL en 
el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer). La serie financiera de AMXL se 
obtuvo de la base de datos de Bloomberg, mientras que la serie de los precios 
de Cetes fue obtenida de la base de datos de Banco de México.

Las ecuaciones de la media y la covarianza condicional son estimadas 
simultáneamente a través del método de máxima verosimilitud usando los 
rendimientos diarios de las series financieras de AMXL y Cetes. Para facilitar 
el análisis de los resultados, las series financieras de los Cetes y AMXL son 
representadas por los índices 1 y 2, respectivamente. El Cuadro 1 proporciona 
los resultados de los parámetros estimados de los modelos seleccionados con 
innovaciones normales durante el periodo de estudio. Los modelos GARCH 
bivariados convergen después de 70 iteraciones para el modelo BEKK y 86 
iteraciones para el modelo VEC diagonal. Las relaciones de los rendimientos 
son capturadas por los parámetros estimados 1c  y 2c  en los dos modelos. En 
ambos casos, el parámetro 1c  no es significativo estadísticamente, lo cual in-
dica que la media no condicionada de los rendimientos de los precios de Cetes 
a 91 días es igual a cero en el largo plazo, es decir, no es positiva. Analizando 
los resultados de las ecuaciones de la covarianza condicional se puede obser-
var que los parámetros estimados de la diagonal de la matriz C  son todos 
significativos, excepto los parámetros ω11  para el modelo VEC diagonal y ω22  
para el modelo BEKK. Por su parte, todos los elementos de la diagonal de las 
matrices A  y B , que capturan los efectos ARCH y GARCH, son altamente sig-
nificativos para los dos modelos GARCH bivariados. Este hecho sustenta que 
los efectos ARCH y GARCH son esenciales en ambas series financieras.
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Los elementos fuera de la diagonal de las matrices A  y B  capturan los efec-
tos cruzados de mercado, también conocidos como choques spillover y vola-
tilidad spillover entre las dos series financieras. La carencia de significancia 
estadística en los parámetros estimados α12, α21, β12  y β21 muestra claramente 
que no existe transmisión de información bidireccional entre los mercados 
de renta variable y renta fija, es decir, las correlaciones condicionales entre 
las dos series financieras no están determinadas por los valores rezagados de 

Cuadro 1. Parámetros estimados de los modelos GARCH multivariados.

Nota: Los términos ***, ** y * indican significancia estadística para los niveles de 1%, 5% y 10%, respectivamente. 
Los valores 
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Gráfica 1: Comportamiento de la Correlaciones Condicionales. 
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Panel A. Modelos estimados
 Modelo BEKK Modelo VEC diagonal

 Parámetros Valor Errores Valor-p Valor Errores Valor-p

 c1 -0.0023   0.0022 0.3129 -0.0006 0.0023 0.7937

 c2  0.0985** 0.0478 0.0396  0.1093*** 0.0387 0.0048

 ω11  0.0039** 0.0019 0.0426  0.0000 0.0000 0.7611

 ω12  0.4673*** 0.1636 0.0043  0.0018 0.0026 0.4897

 ω22 -0.0009 0.7997 0.8751  0.0392*** 0.0096 0.0000

 α11  0.1294*** 0.0228 0.0000 0.0174*** 0.0062 0.0051

 α21 -0.0829 0.5715 0.5384  0.0271 0.0367 0.4604

 α12  0.0005 0.0006 0.4859 -------- -------- --------

 α22  0.2887*** 0.0224 0.0000 0.0658*** 0.0070 0.0000

 β11  0.9897*** 0.2442 0.0000 0.9820*** 0.0067 0.0000

 β21 -0.4099* 0.2442 0.0934 0.4990 0.6731 0.4585

 β12 -0.0002 0.0003 0.4886 -------- -------- --------

 β22  0.9347*** 0.0096 0.0000 0.9254*** 0.0063 0.0000

Panel B. Pruebas estadísticas

 Modelo BEKK Modelo VEC diagonal
 Prueba DCETES DAMXL DCETES DAMXL

 Q(12) 3169(0.000) 11.71(0.469) 3160(0.000) 9.84(0.629)
 Q2(12) 2538(0.000) 9.99(0.616) 2534(0.000) 8.53(0.741)
 Q*(12) 2561(0.000)  2554(0.000)
 AIC 2446  2377
 BIC 2518  2438
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las volatilidades y residuales. Este hallazgo es sustentado por las correlacio-
nes condicionales entre ambas series financieras como se puede apreciar en 
la Gráfica 1. Las correlaciones dinámicas presentan un comportamiento no 
estacionario y mixto, esto es, periodos de crecimiento significativos, pero con 
cambios de tendencia rápidos, incluso alcanzando valores negativos, particu-
larmente para el caso del modelo BEKK.

Para validar la robustez de los modelos BEKK y VEC diagonal en los aspec-
tos de la correlación serial, la media y la covarianza condicional se aplican 
tres pruebas estadísticas, la de Ljung-Box para los residuales estandarizados 
simples y cuadrados y la extensión multivariada de la prueba de Ljung-Box 
univariada para los residuales estandarizados cuadrados. Los resultados de 
las pruebas estadísticas de los modelos estimados son reportados en el panel 
B del Cuadro 1. Los valores-p de las tres pruebas de Ljung-Box para los resi-
duales estandarizados y estandarizados cuadrados menores al nivel de signi-
ficancia convencional del 5% indican la existencia de fuerte correlación serial 
en la serie financiera de Cetes y, al mismo tiempo, confirmar que los modelos 
BEKK y VEC diagonal no son apropiados para capturar la dinámica en el pri-
mero y segundo momento de las series financieras. Otro hallazgo derivado de 
los resultados de los parámetros estimados es que los modelos BEKK y VEC 
diagonal son estacionarios. La estacionaridad en los modelos VEC diagonal y 
BEKK es alcanzada cuando las sumas 
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A fin de determinar el desempeño del modelo de valuación de opciones con tasa de interés 

estocástica en el Mercado de Derivados Mexicano. En este análisis numérico se usa la 

información del boletín diario de transacciones del mercado de opciones publicado por el 

MexDer del día 9 de mayo de 2011. Asimismo, las tasas de interés libres de riesgo son 
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Gráfica 1: Comportamiento de la correlaciones condicionales.
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de información de Akaike (AIC) y Schwarz (BIC). En términos de ajuste, el mo-
delo VEC diagonal supera al modelo BEKK debido a que presenta valores AIC 
y BIC más pequeños (2377 contra 2446 y 2438 contra 2518).

6.2 Fijación de precios de opciones sobre América Móvil

A fin de determinar el desempeño del modelo de valuación de opciones con 
tasa de interés estocástica en el Mercado de Derivados Mexicano. En este aná-
lisis numérico se usa la información del boletín diario de transacciones del 
mercado de opciones publicado por el MexDer del día 9 de mayo de 2011. 
Asimismo, las tasas de interés libres de riesgo son interpoladas a través de 
la estructura de plazos de Cetes del mercado secundario, las cuales son con-
sistentes con los plazos al vencimiento de las opciones call y put, es decir, 39, 
129, 221 y 312 días, respectivamente. La volatilidad correlacionada estimada 
con el modelo VEC diagonal es aproximadamente del 23.95% anual y el precio 
de cierre de AMXL equivale a 30.25 pesos mexicanos. Los precios de ejercicio 
reportados en el boletín diario van desde 30 hasta 40 pesos mexicanos, in-
cluyendo opciones call o put tanto fuera como dentro del dinero ligeramente, 
profundamente y muy profundamente.

Los precios de las opciones de mercado y teóricas para los cuatro venci-
mientos de AMXL son reportados en los Cuadros 2 y 3. Analizando los resulta-
dos de ambos cuadros para los vencimientos del 17/06/2011, 15/09/2011 y 
17/12/2011 se puede apreciar que la diferencia entre los precios de mercado 
y teóricos disminuyen a medida que el precio de ejercicio se incrementa. Este 
hecho se alcanza a reflejar más cuando la opción call se encuentra muy pro-
fundamente fuera del mercado, mientras que en las opciones put se incremen-
ta a medida que se encuentran muy profundamente dentro del dinero. 

En este sentido, el modelo de valuación extendido alcanza su mejor des-
empeño para las opciones put ligeramente fuera y dentro del mercado con 
precios de ejercicio de 30 a 34, excepto para el vencimiento del 17/06/2011 
y precios de ejercicio de 30 y 31, y para el vencimiento del 15/09/2011 con 
precio de ejercicio de 32. Por su parte, los precios teóricos de las opciones call 
son muy similares a los precios de mercado cuando éstas se encuentran muy 
profundamente fuera del mercado, excepto para el precio de ejercicio de 40 
del 16/12/2011. Este hecho se atribuye a que las diferencias entre los precios 
de mercado y teóricos son menores a 10 centavos y las volatilidades implíci-
tas se encuentran alrededor de la volatilidad correlacionada condicional esti-
mada por el modelo VEC diagonal (23.95%). 

Estocástica 2 ok.indd   27 02/08/2011   07:27:40 p.m.



28 Núm. 2 / julio - diciembre / 2011

Estocástica
FINANZAS Y RIESGO

 Precio Call Precio Put Diferencia Volatilidad Implícita

 K MexDer Modelo MexDer Modelo Call Put Call Put

17/06/2011

 30 0.890 1.152 0.610 0.764 -0.262 -0.154 16.97 20.11
 31 0.440 0.688 1.170 1.295 -0.248 -0.125 17.58 20.49
 32 0.200 0.377 1.930 1.980 -0.177 -0.050 18.15 21.64
 33 0.080 0.190 2.820 2.788 -0.110 0.032 18.68 23.48
 34 0.030 0.088 3.780 3.681 -0.058 0.099 19.17 25.95
 35 0.010 0.037 4.760 4.626 -0.027 0.134 19.61 29.00
 36 0.000 0.010 5.760 5.599 -0.010 0.161 20.01 32.58
 37 0.000 0.005 6.760 6.585 -0.005 0.175 20.37 36.64
 38 0.000 0.002 7.760 7.577 -0.002 0.183 20.69 41.13
 39 0.000 0.001 8.770 8.571 -0.001 0.199 20.96 46.03
 40 0.000 0.000 9.780 9.566 0.000 0.214 21.19 51.30

 15/09/2011

 30 1.770 2.092 1.360 1.373 -0.322 -0.013 19.19 23.66
 31 1.250 1.607 1.780 1.873 -0.357 -0.093 18.84 22.31
 32 0.850 1.209 2.340 2.459 -0.359 -0.119 18.67 21.42
 33 0.560 0.892 3.040 3.126 -0.332 0.086 18.68 20.97
 34 0.370 0.645 3.870 3.864 -0.275 -0.006 18.88 20.97
 35 0.240 0.458 4.780 4.661 -0.218 0.119 19.26 21.41
 36 0.160 0.319 5.750 5.507 -0.159 0.243 19.82 22.31
 37 0.120 0.219 6.750 6.390 -0.099 0.360 20.56 23.65
 38 0.090 0.147 7.750 7.303 -0.057 0.447 21.49 25.43
 39 0.070 0.098 8.750 8.238 -0.028 0.512 22.60 27.67
 40 0.060 0.064 9.750 9.189 -0.004 0.561 23.89 30.35

Nota: El Cuadro 2 reporta los precios de mercado y teóricos de las opciones de AMXL, sus 
diferencias, las volatilidades implícitas derivas de las expectativas de los participantes en el 
mercado de opciones para cada precio de ejercicio y vencimientos del 17/05/11 y 15/09/11.

Cuadro 2. Precios de opciones de AMXL para los vencimientos del 17/06/11 y 
15/09/11.

Finalmente, el modelo extendido que captura el efecto estocástico de la tasa 
de interés muestra un bajo desempeño al sobrestimar o subestimar los pre-
cios de las opciones call y put con plazos largos de vencimiento (321 días), 
excepto para los precios de ejercicio de 30 a 32 de las opciones call. La desvia-
ción significativa entre los precios de mercado y teóricos no sólo está asocia-
da directamente a la inapropiada estimación de la volatilidad correlacionada 
condicional, sino también al incremento de la tasa de interés porque la teoría 
sustenta que a medida que aumenta la tasa de interés disminuye el precio de 
la opción put y, al mismo tiempo, se incrementa el precio de la opción call. 
Aunque en este análisis existen algunas excepciones donde ocurre lo contra-
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Cuadro 3. Precios de opciones de AMXL para los vencimientos  
del 16/12/11 y 15/03/12.

Nota: El cuadro 3 reporta los precios de mercado y los teóricos de las opciones de AMXL, sus 
diferencias, las volatilidades implícitas derivadas de las expectativas de los participantes en el 
mercado de opciones  para cada precio de ejercicio y vencimientos del 16/12/11 y 15/03/12.

 Precio Call Precio Put Diferencia Volatilidad Implícita

 K MexDer Modelo MexDer Modelo Call Put Call Put

 16/12/2011

 30 2.680 2.798 1.640 1.727 -0.118 -0.087 22.31 22.62
 31 2.100 2.308 2.130 2.209 -0.208 -0.079 21.53 22.50
 32 1.630 1.884 2.710 2.757 -0.254 -0.047 21.02 22.35
 33 1.250 1.522 3.360 3.369 -0.272 0.009 20.77 22.19
 34 0.950 1.218 4.090 4.037 -0.268 -0.053 20.78 22.00
 35 0.740 0.966 4.900 4.758 -0.226 0.142 21.05 21.80
 36 0.590 0.760 5.790 5.524 -0.170 0.266 21.59 21.58
 37 0.490 0.592 6.750 6.329 -0.102 0.421 22.38 21.33
 38 0.430 0.458 7.750 7.167 -0.028 0.583 23.44 21.07
 39 0.390 0.351 8.750 8.033 0.039 0.717 24.75 20.79
 40 0.380 0.268 9.750 8.922 0.112 0.828 26.33 20.49

 15/03/2012

 30 3.380 3.397 2.390 1.969 -0.017 0.421 23.27 27.44
 31 2.850 2.905 2.870 2.438 -0.055 0.432 23.02 27.12
 32 2.370 2.468 3.400 2.961 -0.098 0.439 22.77 26.80
 33 1.960 2.083 3.980 3.538 -0.123 -0.442 22.52 26.47
 34 1.590 1.749 4.630 4.164 -0.159 -0.466 22.27 26.15
 35 1.280 1.459 5.340 4.835 -0.179 -0.505 22.02 25.82
 36 1.211 1.020 5.548 6.100 0.191 -0.552 21.77 25.50
 37 0.790 1.000 6.920 6.297 -0.210 0.623 21.52 25.17
 38 0.822 0.610 7.810 7.080 0.212 0.730 21.27 24.85
 39 0.470 0.672 8.750 7.891 -0.202 0.859 21.02 24.52
 40 0.350 0.548 9.750 8.727 -0.198 1.023 20.77 24.20

rio, por ejemplo, para los precios de ejercicio de 33 a 36 en las opciones call y 
para el precio de ejercicio de 40 en las opciones put. 

7. Conclusiones

Un gran número de estudios empíricos sustentan el insuficiente desempeño 
del modelo de Black-Scholes para proporcionar una cobertura perfecta del 
riesgo intrínseco debido a la relajación del supuesto de tasa de interés de-
terminística. Este trabajo de investigación propone soluciones de forma ce-
rrada para la valuación de opciones sobre activos riesgosos introduciendo el 
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comportamiento estocástico de la tasa de interés bajo una medida martingala 
neutral al riesgo equivalente. La medida forward juega un papel fundamen-
tal en la determinación de distribuciones acumuladas normales univariadas 
para probar que las probabilidades de las opciones se encontrarán dentro del 
dinero. Asimismo, la técnica martingala como método alternativo a la aproxi-
mación de ecuaciones diferenciales parciales parabólicas lineales reduce los 
cálculos matemáticos significativamente, con sólo controlar las tendencias 
instantáneas de los movimientos Brownianos geométricos, es decir, la prima 
al riesgo de los activos riesgosos sin necesidad de alterar la estructura de la 
volatilidad bajo el concepto de no arbitraje. Por su parte, los resultados empí-
ricos muestran el potencial del modelo de valuación propuesto al mejorar el 
desempeño de los modelos de valuación de opciones de un factor en el mar-
co de Black-Scholes, cuando se aplica a opciones sobre América Móvil que se 
encuentran muy profundamente fuera del mercado call y ligeramente fuera y 
dentro del mercado put para vencimientos de corto y mediano plazos a pesar 
de que la volatilidad correlacionada condicional no es estimada apropiada-
mente por el modelo VEC diagonal. Sin embargo, el modelo de valuación es 
inconsistente para determinar los precios de las opciones call y put cuando 
se encuentran muy profundamente fuera del mercado y muy profundamente 
dentro del mercado, particularmente en las opciones con largos plazos al ven-
cimiento. Los hallazgos del presente análisis son de suma importancia para 
los participantes en el mercado de opciones que buscan la cobertura perfecta 
del riesgo aplicando modelos convencionales para la valuación de derivados, 
pero que no son suficientes para recoger las diversas fuentes de incertidum-
bre que afectan a los precios de las opciones. Finalmente, futuros trabajos de 
investigación pueden incluir el desarrollo de modelos más sofisticados que 
permitan capturar apropiadamente la interacción intertemporal de la volati-
lidad correlacionada de los rendimientos de las acciones y bonos cupón cero 
para cada precio de ejercicio de las opciones call y put. 
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Resumen

El presente estudio muestra que el camino más eficiente para mejorar el 
medio ambiente en cualquier área y en cualquier dimensión es con el uso 
de una versión suave de la metodología de Agente-Principal mediante 
la emisión de certificados de mejora que abarquen entidades grandes y 
así estimular la transferencia de tecnologías. Comparamos soluciones 
óptimas en dos casos: acción conjunta y acción tipo fusión. Fusión 
significa que un agente puede hacer mejoras en el dominio de otro. 
Analizamos modelos específicos y relativamente sencillos en los que se 
pueden obtener resultados explícitos. Estos modelos los usamos como 
modelos de referencia, puesto que su justificación práctica, incluyendo la 
calibración de los parámetros, representa el mayor defecto en aplicaciones 
de fenómenos ambientales. Aunque la metodología podría ser aplicada, 
en teoría a muchos problemas ambientales, el presente estudio está 
enfocado básicamente a problemas de contaminación. Trabajaremos con 
procesos de difusión introduciendo el factor de cooperación.

Keywords Cooperation between agents, pollution, diffusion processes.
Mathematical Subject Classification: 65K10, 69J60, 62P12.

AbstRAct

This study shows that the most efficient way to improve the natural 
environment, is by using a “soft” version of the Principal-Agent methodology 
by means of the emission of improvement certificates that embrace 
large entities and therefore stimulate the transference of technologies. 
We compare two cases of optimal solutions, collusive optima and fusion 
optima. “Fusion” means that one agent-owner of a certificate- can make 
improvements in another agent’s domain, (which we’ll call “land”). We 
analyze specific and relatively simple models for which explicit or almost 
explicit solutions can be reached. We use these models as reference models 
only because their practical justification, including the calibration of 
parameters, is its major flaw when applied to environmental phenomena. 
Although the methodology could, in theory, be applied to several 
environmental problems, this study deals basically with pollution. We work 
with difusion processes, introducing the cooperation factor.
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Introduction

There have been many attempts to use financial markets to combat or di-
minish environmental deterioration. Among the most significant are the 

following:

1. Emission trading (known as cap-and-trade) related to permits to 
pollute.

2. Economic evaluation based on “willingness to pay” known as full 
“cost-benefit” analysis.

3. Establishment of property of rights, i.e. the privatization of nature.

4. Valuing the environment through contingent valuation. (Hane-
mann, 1994).

However, none of the above mentioned approaches have rendered the desired 
effects.

1. The main deficiency of the “permits to pollute” approach is that it 
does not stimulate any cooperation. If someone finds a new method 
to capture carbon (just to give one example), there is no reason to 
believe that he or she would share this invention with others ins-
tead of profiting by selling permits. Besides, it leads to a wild mar-
ket with strong governmental intervention, for example, assigning 
initial quota, this is called the grandparent effect.

2. Full economical analysis needs very precise models but natural 
phenomena are far too complex and depend on too many processes 
to be fully understood or measured. M. Sagoff rightly stressed that 
“(…) the immense effort economists have invested over decades in 
trying to measure the benefits of environmental resources and ser-
vices has resulted and can result only in confusion”, (Sagoff, 2004).
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3. Establishing property rights that require institutional arrange-
ments and procedures that are difficult to accomplish, should not 
be proposed as a solution to the “tragedy of the commons”. Natu-
ral resources are hard to privatize. Even dealing with deforestation 
(this being a problem that mostly affects developing countries), the 
attempt to set property rights encounters increasing social pro-
blems rather hard to solve.

4. The Contingent valuation method (CVM) is used to estimate econo-
mic values of all kinds of ecosystems and environmental goods by 
asking how much one would be willing to pay for a specific good. 
Unfortunately the answers were closely related to the educational 
level of people involved and the kind of questions asked.

Although the comprehensive conservation of the biological diversity requires 
a strategy that goes beyond cost-benefit analysis –the monetary valuation can 
play a supportive role in environmental policy, but its multiple practical and 
normative problems have to be considered when using such a method, above 
all in developing countries where people are too poor to think about environ-
mental degradation. Philip E. Graves wrote: “To the extent that we value pu-
blic goods, we also realize that getting extra income to buy them will accom-
plish nothing”, (Graves, 2003). It was A. Fitzsimmons who, in his controversial 
book Defending illusions, pointed out the possibility of creating markets on 
environmental topics. He assumed that the Wetland Protection Certificated 
could be bought and sold, and that a market may be established by the US 
Congress (1999).

In this article we assume that an environmental fund has already been 
created and could be used by two parties. To describe these entities we’ll use 
the word land. By the same token, we propose a “conditional carrot” approach, 
based on a free market made out of certificates of improvements. Trading ex-
clusively good certificates cannot endow environmental goods with market 
values.

Presently, we analyze different aspects of cooperation in three mathema-
tical models:

1. Elementary deterministic model.

2. Squared Bessel processes with linear improvements only. We show 
how state dependent agents’ actions can reduce the cooperation 
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factor needed to make fusion worthy. We also explain how to analy-
ze and value certificates in this particular setting.

3. General processes with external factor independent of agents’ ac-
tions, (Cadenillas et al, 2004).

We use the soft version of the Principal –Agent methodology, being Nature 
the Principal and the Agents would be the individuals or institutions (most of 
them with nil participation). Certificates can be sold or given out free of char-
ge (for instance in the case of poor countries or natural environmental dama-
ge). To make it easier, we analyze the case of two lands only, but the method 
could be extended to include many lands in a simple way.

In all cases, we consider that the payment would increase when pollution 
levels diminish. Principal problem-optimality of certificates, needs precise 
estimation of social costs of pollution, and these estimations seem to be har-
dly accessible. That´s why we call our approach soft. While we use the easiest 
example of equal lands, no problem arises on how much each land ought to 
contribute to the funds, or how to distribute possible gains. The correspon-
ding fund should be large enough to create positive total net gain. In the op-
posite case, there is a possibility of debt, or falling in a kind of default, which 
should be analyzed with more sophisticated techniques-like put options. Unu-
sed funds could be used to finance other projects. A different approach, with 
the use of the Principal-Agent method has been considered by D’Amato and 
Franckx, (D’Amato, Franckx, 2003). They wrote: “We have considered there 
the regulation of a (private or public) agent by an EPA (Environmental Pro-
tection Agency). This EPA is constrained to basing its incentive scheme (both 
rewards and punishments) on environmental performance, and allocate 
funds to alternative projects with environmental benefits. The private agent 
can allocate its effort to environmental protection or to its core task”. While 
we consider only environmental improvements, we go further in cooperation 
topics. At the same time, our approach does not need precise specification of 
parameters, as the above quoted study requires.

The approach presented here, pretends to open the path toward practical 
solutions to prevent environmental destruction.
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1. Very simple deterministic model.

To explain what we understand by fusion let us start with two simple exam-
ples of identical lands.

These examples with general parameters have been studied by Ray, who 
compared competitive Nash and collusive equilibria, (Ray, 2001). The mis-
match between the equilibria above mentioned disappears automatically 
with emissions of certificates of improvement.

The real advantage of fusion could be appreciated in more complicated 
stochastic models.

Let each “land” emit pollution level and loss function are given by
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We will call B cooperation factor (for unequal lands can be smaller than two).
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2. Cooperation in the case of 𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿  processes. 
    In this part we would like to show how to value different certificates and explain how to do 
it for state dependent actions (linear with fixed parameters) the cooperation factor needed to 
make fusion worthy would be smaller than 2. (Similar conclusions can be obtained in more 
general models). 
 
    To begin with, we would like to formulate some basic facts about these processes and 
comment the modeling in this setting. 
 
𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿  process is defined by 

 
𝑑𝑑𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑋𝑋   

 
(We will set 𝑋𝑋  ). 
 
    We assume  that 𝛿𝛿 ≥ , but at this moment do not specify the sign of 𝛽𝛽. If 𝛽𝛽  then 𝑋𝑋 𝑡𝑡  
becomes squared Bessel process of dimension 𝛿𝛿. For more properties of  𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿  see (Revuz 
& Yor, 1999).  𝛽𝛽  𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿  is known in finance as CIR model (from Cox, Ingersoll & 
Ross) for instantaneous interest rates. 
 
𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿  processes can be obtained as a heavy traffic approximation of corresponding 

Piecewise Deterministic Markov Processes with some environmental motivation. 
 
    Pollution levels are increasing with time, but at some random moments actions are taken to 
combat it. See (Szatzschneider & Jeanblanc, 2002) for details of application to forest issues. 
 
    In our example we will compare agents actions for certificates of the form 
 

𝑆𝑆 −   𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
    For 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  independent 𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿  processes, 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  become 𝐵𝐵𝐸𝐸𝑆𝑆𝑄𝑄𝛽𝛽𝛿𝛿   process. 
 
    There are well known formulas for 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝑠𝑠  , 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑋𝑋 𝑠𝑠   and 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑠𝑠  for 𝛽𝛽  
and sufficiently small positive 𝜎𝜎, see appendix for calculations of the expectation for negative 
𝜎𝜎.  
 
    Therefore, one can design many reasonable certificates with explicit valuations. 
 
    Now, if agents actions are limited to making 𝛿𝛿 smaller, then the cooperation factor 𝐵𝐵 will 
still be two, as before. But if an agent can make 𝛿𝛿 and 𝛽𝛽 smaller (we call this action linear 
improvements), then the 𝐵𝐵  needed will be smaller than two. Exact calculations clearly 
depend on chosen parameters. 
Coming back to our example: 
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and sufficiently small positive 𝜎𝜎, see appendix for calculations of the expectation for negative 
𝜎𝜎.  
 
    Therefore, one can design many reasonable certificates with explicit valuations. 
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and sufficiently small positive 𝜎𝜎, see appendix for calculations of the expectation for negative 
𝜎𝜎.  
 
    Therefore, one can design many reasonable certificates with explicit valuations. 
 
    Now, if agents actions are limited to making 𝛿𝛿 smaller, then the cooperation factor 𝐵𝐵 will 
still be two, as before. But if an agent can make 𝛿𝛿 and 𝛽𝛽 smaller (we call this action linear 
improvements), then the 𝐵𝐵  needed will be smaller than two. Exact calculations clearly 
depend on chosen parameters. 
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𝐵𝐵  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡, arriving in both cases at the same pollution levels. To make pollution level 
smaller, one has to cut off costs, so 𝐵𝐵 must be greater than two. 
 
    Assume   now   that  one  agent  can  make   improvements   changing    𝛽𝛽 → 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 ,    and 
 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 𝛽𝛽 , 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 . 
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The cost of improvements is individually   𝛽𝛽 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑠𝑠  and the same is true for 
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and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
al, 2004). 
 
    We will deal with a more general case. However we solve exclusively the Agent Problem. 
 
    The pollution level is modeled as 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 ⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 ⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  
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Assume that an agent can make improvements in his (her) land, 

changing 
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𝑑𝑑𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
    Assume that an agent can make improvements in his (her) land, changing 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 

with total cost of improvements (for both lands)   𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑡𝑡 and in the case of  fusion 

𝐵𝐵  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡, arriving in both cases at the same pollution levels. To make pollution level 
smaller, one has to cut off costs, so 𝐵𝐵 must be greater than two. 
 
    Assume   now   that  one  agent  can  make   improvements   changing    𝛽𝛽 → 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 ,    and 
 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 𝛽𝛽 , 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 . 
Let 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑓𝑓 𝑡𝑡  and 𝐸𝐸 𝑋𝑋  𝑡𝑡  𝑔𝑔 𝑡𝑡  

The cost of improvements is individually   𝛽𝛽 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑠𝑠  and the same is true for 
𝑌𝑌 𝑠𝑠 , while in the case of fusion the total cost is 
 

𝐵𝐵   𝛽𝛽  𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
    Therefore, the joint cost in the collusive case is: 
 

𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽𝛿𝛿𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿
 

 
and in the fusion: 
 

𝐵𝐵  𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽 𝑓𝑓  𝑡𝑡 𝛿𝛿𝛽𝛽 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿   
 

and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
al, 2004). 
 
    We will deal with a more general case. However we solve exclusively the Agent Problem. 
 
    The pollution level is modeled as 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 ⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 ⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  
 

, with total cost of improvements (for both lands) 
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    Assume that an agent can make improvements in his (her) land, changing 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 

with total cost of improvements (for both lands)   𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑡𝑡 and in the case of  fusion 

𝐵𝐵  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡, arriving in both cases at the same pollution levels. To make pollution level 
smaller, one has to cut off costs, so 𝐵𝐵 must be greater than two. 
 
    Assume   now   that  one  agent  can  make   improvements   changing    𝛽𝛽 → 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 ,    and 
 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 𝛽𝛽 , 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 . 
Let 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑓𝑓 𝑡𝑡  and 𝐸𝐸 𝑋𝑋  𝑡𝑡  𝑔𝑔 𝑡𝑡  

The cost of improvements is individually   𝛽𝛽 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑠𝑠  and the same is true for 
𝑌𝑌 𝑠𝑠 , while in the case of fusion the total cost is 
 

𝐵𝐵   𝛽𝛽  𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
    Therefore, the joint cost in the collusive case is: 
 

𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽𝛿𝛿𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿
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𝐵𝐵  𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽 𝑓𝑓  𝑡𝑡 𝛿𝛿𝛽𝛽 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿   
 

and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
al, 2004). 
 
    We will deal with a more general case. However we solve exclusively the Agent Problem. 
 
    The pollution level is modeled as 
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    Assume that an agent can make improvements in his (her) land, changing 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 

with total cost of improvements (for both lands)   𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑡𝑡 and in the case of  fusion 

𝐵𝐵  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡, arriving in both cases at the same pollution levels. To make pollution level 
smaller, one has to cut off costs, so 𝐵𝐵 must be greater than two. 
 
    Assume   now   that  one  agent  can  make   improvements   changing    𝛽𝛽 → 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 ,    and 
 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 𝛽𝛽 , 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 . 
Let 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑓𝑓 𝑡𝑡  and 𝐸𝐸 𝑋𝑋  𝑡𝑡  𝑔𝑔 𝑡𝑡  

The cost of improvements is individually   𝛽𝛽 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑠𝑠  and the same is true for 
𝑌𝑌 𝑠𝑠 , while in the case of fusion the total cost is 
 

𝐵𝐵   𝛽𝛽  𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
    Therefore, the joint cost in the collusive case is: 
 

𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽𝛿𝛿𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿
 

 
and in the fusion: 
 

𝐵𝐵  𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽 𝑓𝑓  𝑡𝑡 𝛿𝛿𝛽𝛽 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿   
 

and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
al, 2004). 
 
    We will deal with a more general case. However we solve exclusively the Agent Problem. 
 
    The pollution level is modeled as 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 ⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 ⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  
 

 , arriving in both cases 

at the same pollution levels. To make pollution level smaller, one has to cut 

off costs, so must be greater than two.

Assume now that one agent can make improvements changing 
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    Assume that an agent can make improvements in his (her) land, changing 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 

with total cost of improvements (for both lands)   𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑡𝑡 and in the case of  fusion 

𝐵𝐵  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡, arriving in both cases at the same pollution levels. To make pollution level 
smaller, one has to cut off costs, so 𝐵𝐵 must be greater than two. 
 
    Assume   now   that  one  agent  can  make   improvements   changing    𝛽𝛽 → 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 ,    and 
 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 𝛽𝛽 , 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 . 
Let 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑓𝑓 𝑡𝑡  and 𝐸𝐸 𝑋𝑋  𝑡𝑡  𝑔𝑔 𝑡𝑡  

The cost of improvements is individually   𝛽𝛽 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑠𝑠  and the same is true for 
𝑌𝑌 𝑠𝑠 , while in the case of fusion the total cost is 
 

𝐵𝐵   𝛽𝛽  𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
    Therefore, the joint cost in the collusive case is: 
 

𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽𝛿𝛿𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿
 

 
and in the fusion: 
 

𝐵𝐵  𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽 𝑓𝑓  𝑡𝑡 𝛿𝛿𝛽𝛽 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿   
 

and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
al, 2004). 
 
    We will deal with a more general case. However we solve exclusively the Agent Problem. 
 
    The pollution level is modeled as 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 ⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 ⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  
 

 , and 
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3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
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and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
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The exact calculation of will be performed in the next section for a diffe-

rent model.
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3. The case of external factor.

In this case we work with different lands and borrow the general idea from 
(Cadenillas et al, 2004).

We will deal with a more general case. However we solve exclusively the 
Agent Problem.

The pollution level is modeled as
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smaller, one has to cut off costs, so 𝐵𝐵 must be greater than two. 
 
    Assume   now   that  one  agent  can  make   improvements   changing    𝛽𝛽 → 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 ,    and 
 𝛿𝛿 → 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 , 𝛽𝛽 , 𝛿𝛿 − 𝛿𝛿 . 
Let 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝑡𝑡  𝑓𝑓 𝑡𝑡  and 𝐸𝐸 𝑋𝑋  𝑡𝑡  𝑔𝑔 𝑡𝑡  

The cost of improvements is individually   𝛽𝛽 𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝛿𝛿  𝑑𝑑𝑠𝑠  and the same is true for 
𝑌𝑌 𝑠𝑠 , while in the case of fusion the total cost is 
 

𝐵𝐵   𝛽𝛽  𝑋𝑋 𝑠𝑠 𝑌𝑌 𝑠𝑠  𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
    Therefore, the joint cost in the collusive case is: 
 

𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽𝛿𝛿𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿
 

 
and in the fusion: 
 

𝐵𝐵  𝛽𝛽 𝑔𝑔 𝑡𝑡 𝛽𝛽 𝑓𝑓  𝑡𝑡 𝛿𝛿𝛽𝛽 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝛿𝛿   
 

and clearly even for 𝐵𝐵  the cost of improvements would be smaller. 
 
    The exact calculation of 𝐵𝐵 will be performed in the next section for a different model. 
 
 

3. The case of external factor. 
 
    In this case we work with different lands and borrow the general idea from (Cadenillas et 
al, 2004). 
 
    We will deal with a more general case. However we solve exclusively the Agent Problem. 
 
    The pollution level is modeled as 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 ⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 ⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

, and 
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

The Agent’s problem is to maximize
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

Now
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

Because neither 
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

 depends on 
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

, and assuming a quadratic cost of 
improvements 
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

, we obtain that the optimal agent’s action is 
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
 
    Assume also that there will be a unique strong solution to this equation for our choice of 
𝑢𝑢 𝑡𝑡  that will be specified soon  and 𝑆𝑆 𝑡𝑡 , ≤ 𝑡𝑡 ≤ . 
 
    This model will produce a very simple optimal solution  for 𝑢𝑢𝑡𝑡  in the case of certificates: 
 

𝐹𝐹 −  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢  

 
    Let us rewrite  𝑆𝑆 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 as 
 

𝑆𝑆 − 𝑆𝑆  −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡 𝑆𝑆 −  𝜋𝜋𝑡𝑡𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  

 
    The Agent’s problem is to maximize 
 

𝐸𝐸  𝑈𝑈  𝑆𝑆 −   − 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑡𝑡  −  𝐺𝐺 𝑢𝑢 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠  

 
being 𝑈𝑈 some unspecified increasing utility function of the Agent. 
 
    Let 𝑃𝑃𝑡𝑡  𝜋𝜋𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑢𝑢 ≤ 𝑡𝑡 ≤  
Now 
 

𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑡𝑡 −  𝐺𝐺 𝑈𝑈 𝑠𝑠  𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

 𝜋𝜋𝑡𝑡⎕𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜋𝜋𝑡𝑡⌾𝑑𝑑𝑊𝑊 𝑡𝑡  𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐺𝐺 𝑢𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑑𝑡𝑡  

 
Because neither ⎕, ⌾ nor 𝜋𝜋𝑡𝑡  depends on 𝑢𝑢𝑡𝑡 , and assuming a quadratic cost of improvements 
𝐺𝐺𝑡𝑡

𝑢𝑢𝑡𝑡 , we obtain that the optimal agent’s action is 𝑢𝑢 𝑡𝑡 𝛿𝛿𝜋𝜋𝑡𝑡   and is independent of the 
utility 𝑈𝑈. 
 
    We would like to compare fusion versus collusive optimality. 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡 
 

𝑑𝑑𝑆𝑆  𝑡𝑡 𝛿𝛿  𝑡𝑡 −  ⌾ 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡 −⎕ 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

𝑊𝑊 𝑊𝑊  being independent. 
 
    Joint expectation (assuming that stochastic integrals are true martingales) is: 
 

𝐸𝐸    ⎕ ⎕  𝑑𝑑𝑡𝑡 −  𝛿𝛿 𝛿𝛿   

 

 
and is independent of the utility U.

We would like to compare fusion versus collusive optimality.

Let 
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𝑆𝑆  , ⎕ and ⌾ is here fixed adapted to Brownian filtration processes, independently of  
the agent’s action 𝑢𝑢 𝑡𝑡 . 
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provides better results meanwhile 𝛿𝛿  𝛿𝛿 𝛿𝛿  
 
 
 
Conclusions 
 
    The choice of certificates could be the subject of separate studies and matched in some 
sense to the social costs of pollution. However, it is very difficult to estimate them correctly. 
Therefore, for the first two applications the approach can be any of the proposed. We leave to 
the market the exact costs of improvements. 
 
    It is frequent in quantitative finance that the design of financial products anticipates their 
valuation. We propose first to apply, and later to discuss and analyze the performance of the 
certificates of improvements. For one agent’s problem see (Szatzschneider & Kwiatkowska, 
2010). More detailed descripcion of fusion can be found in (Szatzschneider & Kwiatkowska, 
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can be any of the proposed. We leave to the market the exact costs of impro-
vements.

It is frequent in quantitative finance that the design of financial products 
anticipates their valuation. We propose first to apply, and later to discuss and 
analyze the performance of the certificates of improvements. For one agent’s 
problem see (Szatzschneider & Kwiatkowska, 2010). More detailed descrip-
cion of fusion can be found in (Szatzschneider & Kwiatkowska, 2009). 
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Appendix 
 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
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with 
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Appendix 
 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

 and is calculated from (3).
This result has been obtained with the use of exponential martingales, 

Girsanov, and integration by parts.

Theorem 2

Assume 

11 
 

Appendix 
 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

. The formula (1) is valid for 
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Appendix 
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𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

, with the 
following modifications:

Case 1: 

11 
 

Appendix 
 
 
    Let  

𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

In this case 
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Appendix 
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𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

 has the same form as in theorem 1, with 
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𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

Case 2: 
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𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 

Now 
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𝑑𝑑𝑌𝑌 𝑡𝑡  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑊𝑊  𝑡𝑡  𝛽𝛽𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑡𝑡  
 

set  𝑌𝑌   (to simplify). 
 
    We will formulate here the result that will be useful to prove Theorem 2. 
 
    Theorem 1 
 
    Let 𝜎𝜎  
 

𝐸𝐸  𝑒𝑒−𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  𝜑𝜑  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝   𝜑𝜑′  − 𝛽𝛽 𝛿𝛿                                (1) 
 

where 𝜑𝜑 is the solution of 
 

𝜑𝜑′′  𝑠𝑠 
𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽 𝜎𝜎 𝑠𝑠𝜖𝜖  𝜑𝜑                                          (2) 

 
𝜑𝜑′  
𝜑𝜑  𝛽𝛽  (left hand derivative)                                              (3) 

 
    This theorem is a particular case of one presented in (Szatzschneider, 2002) and also 
appears in (Musiela & Rutkowski, 2009). 
 
    Clearly it is very easy to calculate 𝜑𝜑: 
 

𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑐𝑐𝑠𝑠  − 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑠𝑠  
 

with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  and 𝐴𝐴 is calculated from (3). 
 
    This result has been obtained with the use of exponential martingales, Girsanov, and 
integration by parts. 
 
    Theorem 2 
 
Assume 𝛽𝛽 . The formula (1) is valid for 𝐸𝐸  𝑒𝑒𝜎𝜎  𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡  , 𝜎𝜎  with the following 
modifications: 
 
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    In this case 𝜑𝜑 𝑠𝑠  has the same form as in theorem 1, with 𝑐𝑐  𝜎𝜎 𝛽𝛽  
Case 1: 𝛽𝛽 − 𝜎𝜎  
 
    Now 𝜑𝜑 𝑠𝑠 𝛽𝛽

−𝛽𝛽 𝑠𝑠  
 
Case 3: 
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Case 3: 𝜎𝜎 − 𝛽𝛽 𝜋𝜋  
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Resumen

En esta trabajo se valúa una nota estructurada que incluye un bono 
cupón cero y que paga al vencimiento el rendimiento logarítmico de un 
índice accionario aplicado a un nominal predeterminado. Dicha nota 
tiene además inmerso un portafolio de opciones europeas (de compra 
o venta) y/o contratos forward. Específicamente se proporciona una 
fórmula cerrada del precio de dicha nota; el precio, como es de esperarse, 
satisface la ecuación diferencial parcial de Black-Scholes (1973) y Merton 
(1973).

Clasificación JEL: G13, C65.

Palabras clave: Productos derivados, notas estructuradas, modelación 
matemática.

AbstRAct

This paper provides the value of a structured note including a zero coupon 
bond and paying at the maturity date the logarithmic return of a stock 
index applied to a predetermined nominal. The note also has embedded 
a portfolio of European (call and put) options and/or forward contracts. 
Specifically, it is provided a closed formula of the value of the note; the price 
as expected, satisfies the Black-Scholes (1973) and Merton (1973) partial 
differential equation. 

Keywords:JEL Classification: G13, C65

 Contingent claims, structured notes, mathematical modeling.
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1. Introducción

En las últimas décadas, los mercados financieros han experimentado pro-
fundas transformaciones debido al avance en las tecnologías de informa-

ción y al creciente desarrollo de innovaciones financieras. Estas últimas dise-
ñadas para satisfacer necesidades específicas de inversionistas y emisores. 
Entre las innovaciones destacan: los productos derivados sofisticados y notas 
estructuradas, siendo estas últimas híbridos entre bonos, índices bursátiles y 
derivados. La literatura especializada sobre valuación de notas estructuradas 
es todavía escasa; véanse, al respecto, los trabajos de: Carlin (2009); Hender-
son y Pearson (2007); Palmer (2006); Shefrin y Statman (1993); y Stoimenov 
y Wilkens (2005).

En casi todas las economías, desarrolladas o no, las notas estructuradas 
han cobrado especial interés en los mercados financieros. En términos gene-
rales, las notas estructuradas, comparadas con los bonos (cuponados o no), 
pueden producir mejores alternativas de inversión para los fondos de pensio-
nes, tesorerías de corporativos, inversionistas institucionales y empresas pa-
raestatales (con facultades legales para invertir) pues en dichas notas se ligan 
pagos asociados a bonos y a índices bursátiles, lo cual genera alternativas de 
inversión con rendimientos potencialmente superiores a los que prevalecen 
en el mercado de dinero, sobre todo cuando las tasas de interés se mantienen 
bajas, o a la baja, durante periodos prolongados de tiempo.1 En México, existe 
un mercado OTC creciente de certificados de depósito (CEDEs) estructurados 
con derivados, entre los que destacan: CEDE call spread; CEDE put spread; 
CEDE dual; CEDE gana si sube; CEDE gana si baja; CEDE TIIE collar; CEDE TIIE 
floor; CEDE cap; CEDE knock out, down and out; CEDE knock out, up and out; 
CEDE knock out, up and out, down and out (no touch); CEDE doble barrera (al 
hit acumulable); CEDE extendible; y CEDE swaption, entre muchos otros.2

1 Véase, por ejemplo, Das (1996).
2 Más detalles sobre estas notas aparecen en Venegas-Martínez (2007).
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Sin duda, el mercado norteamericano de notas estructuradas es el que ha 
crecido más en los últimos años, esto debido a que cuando las tasas de inte-
rés no son atractivas a los inversionistas, las notas estructuradas cuyos pagos 
están ligados a algún índice bursátil constituyen una alternativa de inversión 
con rendimientos por arriba de lo que ofrece el mercado de deuda. Asimismo, 
muchas de las notas estructuradas en el mercado son emitidas por empresas 
paraestatales (con líneas de crédito abiertas por parte de alguna institución 
gubernamental) por lo que tienen calidad crediticia alta y, en consecuencia, 
el riesgo crédito (o riesgo de incumplimiento) es mínimo. En conclusión, los 
mercados de notas estructuradas son atractivos para los inversionistas por 
sus potenciales rendimientos y su alta calidad crediticia. Es también relevante 
subrayar que las notas estructuradas ofrecen al emisor y a los inversionistas 
un medio para aislar y redistribuir riesgos. De hecho, una de las causas de su 
creciente demanda es su capacidad para generar justamente la exposición al 
riesgo que el cliente esté dispuesto a tolerar y que, al mismo tiempo, se man-
tengan sus objetivos de inversión.

Como era de esperarse, las características de estos instrumentos intro-
ducen varias complicaciones técnicas para su valuación. A diferencia de la 
valuación de opciones en donde se requiere algún supuesto sobre el compor-
tamiento del subyacente, la valuación de notas estructuradas requiere de su-
puestos sobre el comportamiento combinado del bono y el subyacente ligado 
a los pagos. En esta investigación se valúa una nota estructurada que incluye 
un bono cupón cero y que paga además al vencimiento el rendimiento logarít-
mico de un índice accionario aplicado a un nominal (predeterminado), la cual 
además tiene inmerso un portafolio de opciones europeas y/o un contratos 
forward. Este trabajo proporciona una fórmula analítica (cerrada) del precio 
de dicha nota. El precio de la nota, como es de esperarse, satisface la ecuación 
diferencial parcial de Black-Scholes (1973) y Merton (1973).

Este trabajo se encuentra organizado como sigue. En la próxima sección 
se describe, en detalle, la nota estructurada bajo estudio. A través de las sec-
ciones 3 y 4 se valúa la nota. Por último, en la sección 5 se proporcionan las 
conclusiones.

2. Descripción de la nota

Considere una nota estructurada que se pacta al tiempo t y vence en T. La nota 
incluye un bono cupón cero, de nominal M, el cual paga una tasa de interés 
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continuamente capitalizable r, y además paga al vencimiento el rendimiento 
logarítmico de un índice accionario aplicado a otro un nominal N. Posterior-
mente se combina con un portafolio de opciones europeas (de compra o ven-
ta) y/o un contrato forward del mismo vencimiento pero diferentes precios de 
ejercicio y de entrega. En lo que sigue se hará referencia a la nota incompleta 
(sólo el bono y pago de rendimiento logarítmico) antes de combinarla con 
opciones o contratos forward y a la nota completa después de combinarla. 
Con base en la descripción anterior, la función de pago al vencimiento (o valor 
intrínseco) de la nota incompleta está dada por:

  ( , ) ln( ) .t tV S t N S M= +  (1)

El primer sumando expresa el rendimiento logarítmico de un índice bursátil, 
de nivel ,tS  aplicado al nominal N y el segundo representa el pago al venci-
miento, M, del bono cupón cero. Se supondrá que el nivel del índice accionario 
satisface una ecuación diferencial estocástica de primer orden (el movimiento 
geométrico browniano) de la forma:

  d d dt t t tS S t S Wµ σ= +  (2)

donde µ  es el parámetro de tendencia (rendimiento medio anual del ín-
dice), σ  es la volatilidad anualizada del índice (desviación estándar del 
rendimiento anual), ( ) 0,t t TW

  ∈
 es un movimiento browniano (o proceso de 

Wiener) definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtración au-
mentada ( ) [ ]0,

( , , , )W
t t T

F F P
∈

Ω . En este caso, el espacio medible en cuestión 
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toda t . Esta familia es creciente en el sentido de que W W
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que la filtración esté aumentando significa que hay más y más información 
conocida conforme el tiempo transcurre y que la información pasada no se ol-
vida. Se cumple además que tW  tiene incrementos independientes normales 
con medias cero y varianzas iguales a los incrementos en el tiempo. Al tiempo 

0t = , se define 0 0.W =  El proceso ( )d 0,dtW N t�~  modela las fluctuaciones 
propias de los rendimientos (riesgo de mercado) del índice bursátil y, como 
se sabe, satisface: 

  E d 0tW   =   y  [ ] ( )2Var d E d dt tW W t = =   

En este caso se cumple que

 2 21 d 1dln( ) d d = d .
2 2

t
t t

t

SS t W t
S

µ σ σ σ = − + − 
 

 (3)

Es decir, el rendimiento logarítmico del índice accionario tiene distribución 
normal. De acuerdo con la descripción de la nota incompleta se puede supo-
ner, sin pérdida de generalidad, que

 1.tS ≥  (4)

Claramente, cualquier índice bursátil satisface (4). Se pedirá también que la 
volatilidad sea pequeña de tal forma que

 1σ <<  (5)

Por otro lado, observe que debido a la consideración de un rendimiento espe-
rado µ , las ecuaciones (2) y (3) no son independientes de las preferencias al 
riesgo de los agentes que participan en el mercado del subyacente. En efecto, 
entre mayor sea la aversión al riesgo de un agente, mayor tiene que ser el 
rendimiento medio esperado, ,µ  y menor la volatilidad a fin de que el premio 

( ) /rλ µ σ= −  le sea atractivo al agente. Si se supone que todos los agentes 
son neutrales al riesgo, es decir, no requieren de un premio para inducirlos 
a participar en el mercado, entonces 0, así, rλ µ= =  y de esta manera el 
rendimiento medio esperado de cualquier activo es la tasa de interés libre de 
riesgo (de incumplimiento), .r  Ahora bien, si se escribe (2) como

Estocástica 2 ok.indd   54 02/08/2011   07:27:55 p.m.



Valuación de una nota estructurada que liga el rendimiento de un índice bursátil...

 55

 

( )

d d d d

d d d ,

t t t t

t t t

rS rS t S t W

rS t S t W

µσ
σ

σ λ

− = + + 
 

= + +

entonces, bajo el supuesto de neutralidad al riesgo 0λ = , se tiene que las 
ecuaciones (2) y (3) se transforman, respectivamente, en

  d d dt t t tS rS t S Wσ= +  (2´)

y

 2 21 d 1dln( ) d d = d
2 2

t
t t

t

SS r t W t
S

σ σ σ = − + − 
 

 (3´)

en cuyo caso, se tiene que el movimiento browniano está definido sobre una 
medida de probabilidad neutral al riesgo. Una posible interpretación de (2´) 
es que los agentes estarían dispuestos a omitir su parámetro de preferencias, 
µ , y recibir r  con tal de que la volatilidad, σ , se mantenga constante. La 
valuación de instrumentos financieros con (2´) es también llamada valuación 
neutral al riesgo.3

3. Valuación de la nota incompleta

En esta sección se valúa la nota incompleta. La condición inicial de la nota 
incompleta, tomando en cuenta (2´), está dada por

 ( ) 21(1, ) ( ) ( ) ( )
2

r T tV t N M e Nr T t N T tσ− −= + + − − −  (6)

Observe que el segundo y tercer sumando están asociados a la tendencia en 
(3). Note además que si 1,tS =  entonces el valor del contrato, en 1,t =  es el 

3 El teorema de Girsanov (1960) proporciona una justificación teórica de (2´), véase, 
por ejemplo, Venegas-Martínez (2008).
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valor presente de la suma de los nominales más los intereses del nominal N 
y el ajuste por la tendencia de acuerdo con (3). La siguiente proposición pro-
porciona el valor de la nota incompleta que combina capital y deuda

Proposición 1.

El precio, en un mundo neutral al riesgo, de la nota estructurada incompleta 
está dado por

 ( ) 2 ( )1( , ) ln( ) ( )( ) .
2

r T t r T t
t tV S t e N S r T t Meσ− − − − = + − − +  

 (7)

Además ( , )tV S t  satisface la ecuación diferencial parcial de Black-Scholes-
Merton. 

Demostración: Claramente la ecuación (7) cumple con las condiciones 
de frontera (1) y (6). En virtud de (5) se obtiene que 

 21 0
2

r σ− >  (8)

y dado 1tS ≥ , entonces ln( ) 0tS > . Por lo tanto, el precio ( , )tV S t  permane-
ce siempre positivo. Asimismo, al ser ( , )tV S t  un producto derivado con un 
único pago al vencimiento debe cumplir con la ecuación diferencial parcial de 
Black-Scholes

 
2

2 2
2

1 ,
2t t

t t

V V VrS S rV
S t S

σ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (9)

junto con las condiciones de frontera (1) y (6). En efecto, si se denota 

 ( , ) ( , ) ( , )t tV S t Nf S t MB t T= +  (10)

donde 

  ( ) 21( , ) ln( ) ( )( ) .
2

r T t
t tf S t e S r T tσ− −  = + − −  

 (11) 

y
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 ( )( , ) ,r T tB t T Me− −=  (12)

Entonces se tiene que las derivadas parciales de ( , )tf S t  satisfacen:

( ) 2 ( )
( ) 2

2 2

1 , y
2

r T t r T t
r T t

t t t t

f f e f erf e r
t S S S S

σ
− − − −

− −∂ ∂ ∂ = − − = = − ∂ ∂ ∂   
(13)

y se puede verificar, fácilmente, que cumplen con 

 

2
2 2

2

1 .
2t t

t t

f f frS S rf
S t S

σ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (14)

Asimismo es fácil ver que ( )( , ) r T tB t T Me− −=  también satisface (9), es decir,

 
2

2 2
2

1
2t t

t t

B B BrS S rB
S t S

σ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (15)

ya que B no depende de tS , en cuyo caso se cumple trivialmente que

 
2

2 0
t t

B B
S S
∂ ∂

= =
∂ ∂

 (16)

De hecho, como es de esperarse, d d .B rB t=  Es decir, el cambio porcentual 
(rendimiento) del precio del bono se calcula con la tasa de interés por el plazo, 
esto es, se desanualiza la tasa de interés. Observe ahora que (9) es una ecua-
ción diferencial parcial lineal, se sigue que cualquier combinación lineal de 
soluciones de (9), como lo son (11) y (12), son también solución de (9).

En la Gráfica 1 se muestra el comportamiento del valor de la nota incom-
pleta ante variaciones en: (a) nominal y activo subyacente, (b) precio del bono 
y activo subyacente y (c) parámetro de volatilidad y activo subyacente.
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Gráfica 1. Comportamiento del precio (eje vertical) la nota incompleta ante varia-
ciones de diferentes parámetros (ejes horizontales): (a) nominal y activo subya-
cente, (b) precio del bono y activo subyacente y (c) parámetro de volatilidad y 

activo subyacente.

 (a)

 (b)
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 (c)

4. Valuación de la nota completa

A la nota estructurada de la sección anterior se le pueden agregar opciones 
europeas (de compra o venta) y contratos forward, todos con el mismo venci-
miento T, pero con diferentes precios de ejercicio y de entrega. El precio de la 
nota ampliada o completa se proporciona en la siguiente proposición, 

Proposición 2. 

Si

 t 1 2 3( , ) ( , ) ( , )t t tw c S t w p S t w F S tΠ = + +  (17)
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es el valor, al tiempo t, de un portafolio de 1w  unidades de opciones de compra 
con precio de ejercicio 1K  y prima ( , ),tc S t  2w  unidades de opciones de ven-
ta con precio strike 2K  y precio ( , )tp S t  y 3w  unidades de contratos forward 
con precio de entrega 3K  y valor ( )

3( , ) r T t
t tF S t S K e− −= −  donde 

 ( ) ( )1 2( , ) ( ) ,r T t
t tc S t S d Ke d− −= Φ − Φ  ( ) ( )2 1( , ) ( )r T t

t tp S t Ke d S d− −= Φ − − Φ −

y ( )dΦ  es la función de distribución acumulada de ( )0,1Nε �~ , es decir,

 ( ) { } ( )
1 2
21

2
P d 1 ,

d
d d e dε

ε π
ε ε−

−∞
Φ = ≤ = = −Φ −∫

con

 
( ) ( )1 2

2

1

ln tS r T t
Kd

T t

σ

σ

  + + − 
 =

−

y

 
( ) ( )1 2

2

2 1

ln
,

tS r T t
Kd d T t

T t

σ
σ

σ

  + − − 
 = = − −

−

entonces

 ( , ) ( , ) ( , )t t tU S t Nf S t MB t T= + + Π   (18)

es el valor, en un mundo neutral al riego, de la nota completa y satisface

 
2

2 2
2

1
2t t

t t

U U UrS S rU
S t S

σ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂  (19)

con condiciones de frontera

( ) 2
1 1

2 2 3 3

1(1, ) ( ) ( ) ( ) max(1 ,0)
2

max( 1,0) (1 )

r T tU t N M e Nr T t N T t w K

w K w K

σ− −= + + − − − + −

+ − + −
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y

1 1 2 2 3 3( , ) ln( ) max( ,0) max( ,0) ( ).t t t t tU S t N S M w S K w K S w S K= + + − + − + −

Demostración: La prueba es inmediata ya que ( , ),tc S t  ( , )tp S t  y ( , )tF S t  
satisfacen (19) con valores intrínsecos 1max( ,0),tS K−  2max( ,0)tK S−  y 

3,tS K−  respectivamente. Además, en la proposición 1 ya se demostró que 
el primer sumando de (19), dado por ( , ) ( , ),tNf S t MB t T+  también satisface 
(19).

Por último, observe ahora que la nota completa, con precio dado en 
(18), tiene ahora inmerso un portafolio de opciones europeas y/o contratos 
forward, lo que la hace más atractiva para inversión y/o cobertura. Esta nota 
también permite acceder a diferentes mercados (deuda, capital y derivados) 
sin tomar directamente posiciones en los mismos. Por supuesto, una limita-
ción de la nota es que ésta está sujeta al incumplimiento del emisor cuando la 
posición corta tiene baja calidad crediticia.

5. Conclusiones

La valuación de una nota estructurada tiene un nivel de complejidad que re-
quiere no sólo del entendimiento del comportamiento del mercado, sino tam-
bién del conocimiento de herramientas y técnicas especializadas de valuación. 
Las notas para las que existe una fórmula cerrada de su valor son, en general, 
notas vanilla asociadas con las fórmulas de valuación de Black-Scholes (1973) 
y/o de Black, F. (1976). Cuando se abandona el mundo vanilla, las complicacio-
nes técnicas y metodológicas aparecen y se necesitan herramientas más sofis-
ticadas para la determinación de precios En este trabajo se ha encontrado una 
fórmula analítica de una nota estructurada que tiene inmerso un portafolio 
de opciones europeas (de compra o venta) y/o contratos forward e incluye 
un bono cupón cero y paga al vencimiento el rendimiento logarítmico de un 
índice accionario aplicado a un nominal dado. 
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Resumen

El artículo muestra que el alza de precios de las gasolinas de bajo y alto 
octanaje no ha causado inflación general en México. Por medio de un 
modelo de corrección de error (VEC), utilizando la información del índice 
nacional de precio al consumidor (INPC) y los índices de precios de la 
gasolina de bajo y alto octanaje para el periodo de 2002 a 2009. La prueba 
de causalidad de Granger muestra que los índices de la gasolina del tipo 
Magna y Premium, así como sus variaciones porcentuales anualizadas no 
provocaron inflación (INPC). La función de impulso-respuesta y el análisis 
de descomposición de la varianza del modelo VEC sobre los índices y 
VAR sobre las variaciones indican que hay un efecto poco significativo 
sobre el desempeño del índice nacional de precios durante los primeros 
cuatro meses, esto se debe al reducido gasto de las familias en gasolina 
(3.7% del gasto total) combinado con la inelasticidad de la demanda 
de gasolina, así como al escaso peso de la gasolina como insumo en el 
proceso productivo (0.18% en bienes intermedios y 0.55% en bienes 
finales) y la determinación de los precios de las gasolinas por parte 
del Gobierno federal. Aunque los índices de las gasolinas  y general de 
precios están cointegrados, su impacto sobre el INPC no es significativo, 
lo que refleja el control de precios de las gasolinas en México. 

Palabras Clave: modelos econométricos, vector autorregresivo, cointegración, 
precio gasolina, inflación. 
Clasificación JEL: C5, D9, I1, Q3.

AbstRAct

This article shows that the rise in the cost of  low and high octane gasoline 
has not caused  inflation in Mexico. Through an error correction model 
(VEC), using information from the  consumer price index (CPI) and the low 
and high octane gasoline index for the period 2002 to 2009,  the Granger-
Causality test shows that CPI and Magna and Premium gasoline indexes, 
as well as annualized percentage changes did not cause inflation. The 
impulse response function and the decomposition analysis of variance in 
the VEC and VAR models indicate that there is not a significant effect on the 
level of the consumer price index during the first four months, this is due 
to low household spending on gasoline (3.7% of total) combined with the 
inelasticity of gasoline demand and the small weight of the fuel as an input 
in the production process (0.18% in intermediate goods and final goods 
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0.55% ) and the pricing of gasoline by the Federal Government. Although 
the gasoline indexes and the consumer price index are cointegrated, their 
impact on the CPI is not significant, reflecting the price control of gasoline 
in Mexico.

Key words: Econometric models, autoregressive vector, cointegration, 
gasoline cost, inflation. 
JEL Classification: C5, D9, I1, Q3.

1. Introducción

Con frecuencia leemos en los diarios la frase “gasolinazo” cuando sube el 
precio de la gasolina. En la mente de los ciudadanos priva la idea, que el 

alza del precio del carburante genera presiones inflacionarias, la que se sus-
tenta en la siguiente secuencia de eventos: el aumento del precio de la gaso-
lina, por una parte, incide en el alza del precio del transporte como taxis y 
colectivos que utilizan gasolina (otros ocupan gas LP), por otra parte, incre-
menta el costo de la producción de bienes y servicios que emplean a la gasoli-
na como insumo, pero sobre todo por el alza de sus costos de transportación. 
Sin embargo, en el caso mexicano, esta secuencia de eventos se interrumpe 
por la intervención del gobierno en la fijación de precios.

La investigación económica ha identifican múltiples variables que causan  
inflación, destacando el ingreso nacional, la oferta monetaria, el tipo de cam-
bio, el salario, la tasa de interés, los índices de precios al productor de México 
y Estados Unidos, los precios administrados y concertados por el gobierno, un 
componente inercial de la inflación doméstica (Yacamán, 1982; Arias y Gue-
rrero, 1988; Galindo y Guerrero, 2000; Esquivel y Razo, 2002; Cuevas, 2008), 
así como el precio de las gasolinas (Loría, Ramírez y Galán, 2009). 

Específicamente sobre los efectos de la gasolina, Iraheta, Medina y Blanco 
(2008) evaluaron con tres metodologías la influencia del precio de la gasolina 
en varios países centroamericanos,  Urbina (2001) midió el efecto del precio 
de la gasolina en la inflación general, Antelo y Martínez (1996) analizaron los 
efectos del incremento del precio de los combustibles en el sector industrial, 
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primario y terciario, Jemio y Cupé (1996) evaluaron  la incidencia del precio 
de la gasolina en el índice generalizado de precios y en las ramas de actividad 
económica y Cupé (2003) estimó su impacto en el efecto multiplicador y en 
las expectativas de inflación de los consumidores.

En este marco, el objetivo del artículo es mostrar que los índices mensua-
les de las gasolinas de bajo (Magna) y alto octanaje (Premium), no han tenido 
un impacto en el índice de precios al consumidor de México (INPC), por medio 
de un modelo de corrección de error (VEC) y en sus variaciones anualizadas 
mediante un modelo de vectores autorregresivos (VAR), para el periodo 2002 
a 2009.

La estructura del artículo se integra por tres apartados, en el primero se 
expone la evidencia empírica de la influencia del precio de la gasolina en la 
inflación general, así como algunos aspectos teóricos neoclásicos de dicho 
efecto; en el segundo se construye un modelo econométrico VEC y VAR para 
contrastar la hipótesis de que el alza de precios de las gasolinas de bajo y alto 
octanaje no han causado inflación, y en el tercero se proponen tres motivos 
que impiden la transmisión del alza de precios a la inflación, a saber, el re-
ducido gasto de las familias en gasolina y la inelasticidad de la demanda de 
gasolina, el escaso peso de la gasolina en el total de insumos empleados por 
los productores y la fijación del precio de las gasolinas por parte del gobierno 
federal. Finalmente, se presentan las conclusiones y recomendaciones.

1. Evidencia empírica y aspectos teóricos de la influencia 
del precio de la gasolina en la inflación general

1.1 Evidencia empírica del efecto del precio de la gasolina en la 
determinación de la inflación general 

La mayoría de los estudios empíricos que miden el impacto de los precios de 
los hidrocarburos en la inflación se han realizado en América Latina. En este 
tenor, en primer lugar se exponen los trabajos extranjeros y, en segundo lugar, 
los estudios nacionales.

Iraheta, Medina y Blanco (2008) estimaron el impacto de los precios de 
los combustibles  en la inflación general de Costa Rica, El Salvador, Guatemala, 
Honduras, Nicaragua y República Dominicana de 1997 a 2008, con tres me-
todologías econométricas, VAR estructurales, regresiones sucesivas y datos 
de panel. Concluyen que el impacto de las variaciones del precio del petróleo 
en los combustibles ha sido moderado debido a que en muchos de los países 
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de estudio se tienen subsidios o la carga en el precio de los combustibles está 
en la carga impositiva o en la determinación gubernamental, lo que conside-
ran rigideces domésticas. Sus estimaciones muestran que la inflación tiene un 
coeficiente de correlación superior con el precio del crudo que con los com-
bustibles, cuyo impacto es marginal. Bajo la técnica de regresiones sucesivas 
deducen que la inflación de los países de la región responde levemente a las 
variaciones en los precios de los combustibles. Con el VAR estructural iden-
tifican que las respuestas de la inflación ante impulsos en las variaciones de 
los precios de los combustibles se originan en promedio en los tres primeros 
meses, posteriormente se diluyen asintóticamente a cero.

Antelo y Martínez (1996), con la técnica de Vectores Autorregresivos 
(VAR) estudian la causalidad entre algunas variables macroeconómicas como 
el déficit público y la inflación respecto a la variación de los precios de la gaso-
lina, concluyendo que el impacto de un incremento del precio de los combus-
tibles es muy bajo en los sectores primario y terciario, mientras que presenta 
un mayor efecto, aunque relativamente reducido, en el sector industrial; los 
mayores efectos se registran en las actividades de energía eléctrica, refinación 
y transporte. Otro hallazgo importante indica que cuando los precios de los 
hidrocarburos se establecen como un elemento adicional de la política antiin-
flacionaria se deteriora la situación fiscal y, contrario a lo que se busca, genera 
presiones inflacionarias; no por el impacto sobre los precios generalizados, 
sino por la presión que ejerce en las expectativas inflacionarias de los agentes 
económicos que consideran a la gasolina como un bien clave para la actividad 
económica.

Jemio y Cupé (1996), analizaron los precios de los hidrocarburos y su im-
pacto en la inflación boliviana mediante la inversa de la matriz de Leontief 
transpuesta y la matriz de insumo-producto ampliada, para evaluar los im-
pactos de incrementos en los precios de insumos o factores básicos de pro-
ducción (precio de gasolina, salarios), variables de política económica (tipo 
de cambio, impuestos) o de shocks externos (commodities) sobre el índice 
general de precios medidos por el índice de precios al consumidor y por el 
deflactor implícito del PIB, así como los impactos en cada uno de los secto-
res productivos de la economía. Los autores consideran que esta metodolo-
gía captura el proceso multiplicador que se trasmite por la presión de costos, 
en su tercer escenario suponen un incremento en el precio de la gasolina de 
10%, con un impacto de 0.7% en el índice generalizado de precios. Además 
demuestran que el mayor impacto del precio de la gasolina se presenta en 3 
de las 35 ramas de actividad económica, fundamentalmente en el transporte.
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Cupé (2003) considera que el INPC está constituido por subgrupos clave, 
tales como productos agrícolas, productos no comerciables, industriales, ser-
vicios y bienes derivados de hidrocarburos (consideran a la gasolina como el 
mejor ejemplo); mediante un Modelo Vectorial de Corrección de Error (VEC) 
llega a la conclusión de que la gasolina tiene una reducida ponderación en la 
canasta básica y que su importancia para el índice de precios generalizados 
se debe al efecto multiplicador y a las expectativas de inflación de los consu-
midores, por lo que un incremento de 1% al precio de la gasolina genera una 
inflación de 0.369% en derivados de hidrocarburos y transporte y un efecto 
passthrough de 0.016%.para los demás subgrupos.

La Dirección de Investigaciones Económicas a Largo Plazo (DIEP, 2008), 
del Banco Central de Ecuador, ocupó un modelo de Vector Autorregresivo con 
Variables Exógenas (VARX) en  donde incluyó el precio de la gasolina, conclu-
yendo que los principales factores que impactan al índice general de precios 
son el tipo de cambio y los precios internacionales.

En España, Juan Ruiz (2004) concluyó que un aumento en el precio del pe-
tróleo afecta directamente al índice de precios del consumidor por encontrarse 
en la contabilidad de dicho índice e indirectamente por los costos de produc-
ción, es decir afecta por la transmisión del costo y de los multiplicadores.

En México, los estudios se han enfocado en identificar los determinantes 
de la inflación, tal es el caso de Yacamán (1982), Arias y Guerrero (1988), 
Galindo y Guerrero (2000), Esquivel y Razo (2002), Galindo (2004), Galindo 
(2007) y Cuevas (2008). Específicamente sobre el efecto del precio de la gaso-
lina, Urbina (2001) elaboró un modelo econométrico lineal para el periodo de 
1994 a 2001, en el que además de otras variables incluyó el índice de precios 
al productor de la gasolina, concluyendo que la gasolina afecta positivamente 
a la inflación en 0.068 unidades en el corto plazo y 0.32 unidades en el largo 
plazo. Recientemente, Loría, Ramírez y Galán (2009) emplearon la metodo-
logía VAR estructural con datos de 1970 a 2010, concluyendo que el alza del 
precio de la gasolina afecta positivamente la inflación general con una dura-
ción de 14 meses.

1.2 Simulación del efecto del alza del precio de la gasolina  
en la elección del consumidor y del productor

En este apartado se utiliza la teoría neoclásica del consumidor y del productor 
para representar, mediante el simulador computacional µicro@conomía,1 el 

1 Software desarrollado y registrado por Miguel Cervantes.

Estocástica 2 ok.indd   68 02/08/2011   07:27:57 p.m.



Impacto económico del aumento en el precio de la gasolina en México: un análisis...

 69

efecto del alza del precio de la gasolina en la elección de consumo y de produc-
ción, obteniéndose los siguientes resultados:

Para el consumidor se utilizó la siguiente función de utilidad tipo Cobb-
Douglas:
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 es un bien compuesto por 
n-1 bienes de consumo y el exponente  0.97 representa el gasto proporcional 
de todos los bienes excluyendo la gasolina. Incorporando la restricción presu-
puestaria, la simulación permite concluir que cuando el precio de la gasolina 
aumenta, la cantidad demandada disminuye, pero menos que proporcional-
mente, debido a que es un bien inelástico; de tal forma que los agentes susti-
tuyen el consumo de otros bienes porque el consumo de gasolina permanece 
prácticamente inalterado.

Gráfica 1. Curva precio-consumo y la función de demanda de gasolina.
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La evidencia empírica en México demuestra que la elasticidad precio de la 
demanda es inelástica (Mendoza, 2005). Haro e Ibarrola (2000) la calculan 
en un rango de -0.153 a -0.639 en diversas zonas del país, e Ibarra y Sotrés 
(2008) la estiman en rangos de -0.15 a -1.06 para estados no fronterizos y de 
-0.04 a -2.37 en estados fronterizos.

Por otra parte, para ilustrar el efecto del alza de precio de la gasolina en 
el volumen de producción de un bien en general se utiliza la siguiente función 
de producción tipo Cobb-Douglas:
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En donde la elasticidad de sustitución de la cantidad de gasolina utilizada 
como insumo (qg) se obtiene de la ponderación que aporta el Banco de Mé-
xico en el Índice de Precios al Productor y el exponente para el otro factor 
(q2) es el ponderador de todos los insumos menos la gasolina. El simulador 
computacional permite anticipar que cuando el precio de la gasolina aumenta 
10% el volumen de producción disminuye tan sólo 0.3%. Esto se debe a la baja 
participación del carburante como insumo.
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2 La numeración en los ejes aparece redondeada debido a las especificaciones del 
software empleado.
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Gráfica 2. Maximización de beneficio de una empresa  
que utiliza gasolina como insumo.
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Con estas simulaciones se muestra que la demanda de gasolina es inelástica y 
que el efecto de la variación de su precio para el productor es minúsculo, por 
lo que su oferta de bienes se mantiene prácticamente constante.

2. Modelo econométrico de la influencia del precio de las 
gasolinas en la inflación general

Una vez identificadas las causas de la inflación en estudios internacionales y 
en México y simulados los efectos del alza de los precios en la demanda y la 
producción bajo una teoría neoclásica, en este apartado se modela el impacto 
de la gasolina de bajo octanaje (Magna) y de alto octanaje (Premium) en el 
Índice Nacional de Precios al Consumidor (INPC), por medio de un modelo 
de vectores autorregresivos (VAR) y uno de corrección de error (VEC), con la 
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finalidad de identificar si el alza de precio de las gasolinas genera efectos en la 
inflación general, en el periodo 2002 a 2009.

Los datos utilizados en las estimaciones tienen una frecuencia mensual 
y corresponden al Índice Nacional de Precios al Consumidor (INPC), al Índi-
ce Nacional de Precios de la Gasolina de bajo octanaje conocida como Magna 
(INPCMAGNA) y al Índice Nacional de Precios de la Gasolina de alto octanaje 
denominada Premium (INPCPREMIUM), todas las series fueron obtenidas del 
Banco de México. 

La inflación general se obtuvo de la tasa de crecimiento anualizada del 
INPC y se clasificó con la etiqueta INFLACION, situación similar se realizó con 
la inflación de la gasolina Magna que se nombró INFLAMAGNA y, finalmente la 
inflación de la gasolina Premium denominada INFLAPREMIUM.3 

Se realizaron las pruebas de raíz unitaria del tipo Aumentada Dickey Fu-
ller (ADF) con tendencia  e intercepto en niveles y primeras diferencias a un 
nivel de significancia de 5%, para cada uno de los índices y las inflaciones, a 
fin de ver si las series consideradas son estacionarias y con base en ello deter-
minar si es factible realizar un modelo de corrección de error que incorpore 
las relaciones de largo plazo o uno de vectores autorregresivos que incluya la 
dinámica en el tiempo.

Los resultados del Cuadro 1 muestran que las series de índices y variacio-
nes porcentuales acumuladas en niveles fueron no estacionarias al presentar 
una raíz unitaria, al nivel de significancia de 5%. Mientras que en primeras 
diferencias las series fueron estacionarias, por lo que en ambos casos se tra-
tan de series integradas de orden 1, I(1), y así es factible buscar si existe una 
relación de largo plazo entre las variables. 

En el Cuadro 2 se observa que los índices de precios general y de gasoli-
nas presentan una ecuación de cointegración, por lo que al ser series no es-
tacionarias, pero integradas de orden 1, se procedió a estimar el modelo de 
corrección de error para ver el efecto de largo plazo. Mientras que las series 
de inflación no presentaron ninguna relación de largo plazo, por lo que se 
procedió a estimar un modelo de vectores autorregresivos para ver los efectos 
dinámicos de las series en el corto plazo. 

Los modelos fueron estimados en el paquete econométrico EViews 7, los 
rezagos óptimos se determinaron mediante el criterio de Akaike en el caso 

3 Las inflaciones se estimaron como la tasa de crecimiento de los índices de manera 
acumulada en el año, por ejemplo INFLACION=(INPC/INPC(-12))-1.
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Cuadro 1. Prueba de raíz unitaria con Dickey Fuller Aumentada (ADF)

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

Variable Estadístico ADF Valor Crítico 5% P-value 1 cola Clasificación
Índices
INPC
 - Niveles -2.3621 -3.4642 0.3964 No estacionaria
 - Primera diferencia D(  ) -5.5416 -3.4642 0.0001 Estacionaria
INPCMAGNA
 - Niveles -3.2986 -3.4635 0.0735 No estacionaria
 - Primera diferencia D(  ) -8.2760 -3.4649 0.0000 Estacionaria
INPCPREMIUM
 - Niveles -2.0380 -3.4649 0.5720 No estacionaria
 - Primera diferencia D(  ) -9.8751 -3.4649 0.0000 Estacionaria

Inflación anualizada
INFLACION
 - Niveles -2.3660 -3.4734 0.3939 No estacionaria
 - Primera diferencia D(  ) -5.0739 -3.4734 0.0005 Estacionaria
INFLAMAGNA
 - Niveles -3.1816 -3.4726 0.0962 No estacionaria
 - Primera diferencia D(  ) -8.4622 -3.4734 0.0000 Estacionaria
INFLAPREMIUM
 - Niveles -2.5727 -3.4726 0.2938 No estacionaria
 - Primera diferencia D(  ) -7.4925 -3.4744 0.0000 Estacionaria
Nota: Prueba ADF con tendencia e intercepto a un nivel de significancia del 5%.

Cuadro 2. Prueba de cointegración de Johansen para índices  
de inflación de gasolinas

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

Sample (adjusted): 2002M09 2009M08 Sample (adjusted): 2003M10 2009M08
Included observations: 84 after adjustments Included observations: 71 after adjustments
Trend assumption: Linear deterministic trend Trend assumption: Linear deterministic trend
Series: INPC INPCMAGNA INPCPREMIUM Series: INFLACION INFLAMAGNA INFLAPREMIUM 
Lags interval (in first differences): 1 to 1 Lags interval (in first differences): 1 to 2
Índices Inflación
Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace) Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05 Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.** No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**

None * 0.242178 34.7413 29.79707 0.0124 None 0.109198 16.53019 29.79707 0.6745
At most 1 0.115645 11.44752 15.49471 0.1854 At most 1 0.072785 8.320271 15.49471 0.4318
At most 2 0.013294 1.124222 3.841466 0.2890 At most 2 0.040763 2.95485 3.841466 0.0856
 Trace test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level  Trace test indicates no cointegration at the 0.05 level
 * denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level  * denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
 **MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values  **MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values
Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue) Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)

Hypothesized Trace 0.05 Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.** No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**

None * 0.242178 23.29378 21.13162 0.0244 None 0.109198 8.209919 21.13162 0.8904
At most 1 0.115645 10.3233 14.2646 0.1916 At most 1 0.072785 5.365421 14.2646 0.6952
At most 2 0.013294 1.124222 3.841466 0.2890 At most 2 0.040763 2.95485 3.841466 0.0856
 Max-eigenvalue test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level  Max-eigenvalue test indicates no cointegration at the 0.05 level
 * denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level  * denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
 **MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values  **MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values
Nota: Pruebas de significancia al nivel del 5%. Se ponen en italicas, negritas y subrayado.
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Cuadro 3. Modelo VEC con índices de gasolina

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

 Vector Error Correction Estimates
 Sample (adjusted): 2002M10 2009M08
 Included observations: 83 after adjustments
 Standard errors in ( ) & t-statistics in [ ]
Ecuación de Cointegración
INPC(-1) 1
INPCMAGNA(-1) -0.709632

-0.22864
[-3.10376]

INPCPREMIUM(-1) -0.11394
-0.17478

[-0.65192]
C -20.94888
Error Correction: D(INPC) D(INPCMAGNA) D(INPCPREMIUM)

CointEq1 -0.065603 0.242462 0.069276
-0.03299 -0.07941 -0.08091

[-1.98857] [ 3.05320] [ 0.85616]
D(INPC(-1)) 0.471055 -0.586615 -0.777814

-0.11369 -0.27368 -0.27886
[ 4.14317] [-2.14343] [-2.78930]

D(INPC(-2)) 0.046504 0.076408 0.65121
-0.12342 -0.2971 -0.30272

[ 0.37679] [ 0.25718] [ 2.15121]
D(INPCMAGNA(-1)) -0.07953 0.220014 0.034469

-0.05218 -0.1256 -0.12798
[-1.52418] [ 1.75168] [ 0.26934]

D(INPCMAGNA(-2)) -0.032016 -0.175788 -0.090994
-0.05382 -0.12956 -0.13201

[-0.59483] [-1.35680] [-0.68929]
D(INPCPREMIUM(-1)) 0.081245 -0.060551 0.14556

-0.05023 -0.1209 -0.12319
[ 1.61758] [-0.50083] [ 1.18158]

D(INPCPREMIUM(-2)) -0.012472 -0.08487 -0.330004
-0.05083 -0.12235 -0.12466

[-0.24537] [-0.69366] [-2.64714]
C 0.209723 0.716544 0.773654

-0.0717 -0.17259 -0.17585
[ 2.92512] [ 4.15181] [ 4.39950]

 R-squared 0.282178 0.258152 0.284205
 Sum sq. resids 8.303652 48.11472 49.95213
 F-statistic 4.211816 3.728408 4.25408
 Akaike AIC 0.728503 2.485396 2.522873
Nota: Pruebas de significancia al nivel del 5%. Valor t.05,83=1.988959

del modelo VAR y mediante el principio de parsimonia en el caso del VEC, a 
fin de que ambos modelos tuvieran el mismo número de rezagos óptimos que 
fue de 2. 

El Cuadro 3 presenta la estimación del modelo de corrección de error 
(VEC) para los índices de precios general y de gasolina Magna y Premium. Los 
resultados muestran que en la ecuación de cointegración, la gasolina Magna 
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tiene un impacto en el ajuste de largo plazo en el índice de precios al consumi-
dor, es decir muy en el largo plazo, el gobierno, al ajustar el precio de la gaso-
lina, termina impactando al INPC, sin embargo, la ecuación de cointegración 
no es significativa en esta variable, situación que refleja que las variables se 
mueven de manera independiente por las restricciones que se detallarán en 
el apartado 3. La estimación econométrica también muestra que no existe una 
relación dinámica en el tiempo entre los índices de las gasolinas y el índice 
nacional de precios al consumidor. 

En la Gráfica 3 se muestra que a pesar de que al nivel de significancia de 
5% la ecuación de cointegración no impacta al INPC, hay una rápida conver-
gencia en el largo plazo entre los índices. 

La ecuación de cointegración al tener un coeficiente bajo, indica que las 
variables tienden rápidamente al equilibrio. A partir de la ecuación estimada 
se procede a tomar el vector de cointegración, despejado en términos del Ín-
dice de Precios al Consumidor y se muestra en la Gráfica 3 contra la variable 
observada, de tal manera que se puede evaluar visualmente que a pesar de 
existir la ecuación de cointegración ésta no tiene impacto en el INPC y por 
tanto el precio de la gasolina no afecta la inflación en el largo plazo. 

Gráfica 3. Ecuación de cointegración y bondad de ajuste  
de la ecuación en el INPC

  
Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México. 
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Ecuación de Cointegración 

INPC = 0.709632*inpcmagna + 0.113940*inpcpremium + 20.94888       (3) 

Estadístico t                     [-3.10376]                      [-0.65192]       
 

Las funciones de impulso respuesta del modelo VEC que se presentan en la gráfica 4, muestran 
que en el caso del índice de gasolina Premium que es la de mayor precio comienza a tener un 
impacto en el INPC pasado tres meses, aunque inmediatamente disminuye su impacto, situación 
que puede explicarse por el control de pecios que existe en las gasolinas en México. En el caso 
del índice de gasolina magna este impacta al INPC hasta después de 4 meses, donde tarda más en 
disminuir su efecto de largo plazo como lo indica la ecuación de cointegración, muy 
posiblemente porque es una de las gasolinas que más se consume por ser más barata, aunque 
como se vio previamente el efecto de la ecuación de cointegración no es significativo al 5% en el 
INPC.  
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Ecuación de cointegración

INPC = 0.709632*inpcmagna + 0.113940*inpcpremium + 20.94888 (3)

Estadístico t [-3.10376] [-0.65192]

Las funciones de impulso respuesta del modelo VEC, que se presentan en la 
Gráfica 4, muestran que en el caso del índice de gasolina Premium, que es la 
de mayor precio, comienza a tener un impacto en el INPC pasado tres meses, 
aunque inmediatamente disminuye su impacto, situación que puede explicar-
se por el control de precios que existe en las gasolinas en México. En el caso 
del índice de gasolina Magna, éste impacta al INPC hasta después de 4 meses, 
donde tarda más en disminuir su efecto de largo plazo como lo indica la ecua-
ción de cointegración, posiblemente porque es una de las gasolinas que más 
se consume por ser más barata, aunque como se vio previamente, el efecto de 
la ecuación de cointegración no es significativo a 5% en el INPC. 

El análisis de descomposición de la varianza de los índices que se pre-
sentan en el Cuadro 4 indica que la variación que tiene el INPC durante los 
primeros 4 meses se debe más a la variación del mismo INPC que a la de las 
gasolinas, situación que se modifica marginalmente después de 4 meses, lo 
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Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.
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cual es entendible, ya que tarde o temprano el gobierno debe realizar los ajus-
tes necesarios en el precio de las gasolinas.

Es importante señalar que a pesar de que los índices de precios tengan cam-
bios, esto no implica que sus variaciones porcentuales, que es lo que denomi-
namos inflación, sean significativos, se decidió estimar la inflación del INPC y 
gasolinas Magna y Premium de manera anualizada, a fin de eliminar la esta-
cionalidad que presentan generalmente las series de corto plazo, como es el 
caso de las series mensuales. 

Gráfica 4. Impulso respuesta de los índices de gasolinas

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México. 

Los resultados del cuadro 5 muestran que la inflación medida por el INPC no se ve afectada  en 
el tiempo por los incrementos de precios en las gasolinas Magna y Premium tomando un nivel de 
significancia del 5%, lo que refuerza nuestra hipótesis de que hay una sobredimensión por parte 
de los agentes económicos en relación a que los aumentos en el precio de la gasolina provocan 
un incremento en la inflación general al consumidor.  

La función de impulso respuesta que se desprende del modelo VAR, describe la réplica de una 
variable endógena a cada una de las innovaciones o shocks de las otras variables del modelo, 
mostrando así el efecto sobre los valores presentes y futuros de la variable endógena ante un 
shock, considerando una desviación estándar de las otras variables y de ella misma. Un shock en 
los rezagos de la variable gasolina Magna y Premium para el índice de precios se encuentran 
cercanos a cero, lo que significa que los rezagos no tienen inferencia en la variable dependiente 
representada por el cambio relativo del índice de precios al consumidor, como se muestra en la 
gráfica 5.  
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Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México. 

El análisis de la descomposición de la varianza consiste en obtener distintos componentes que 
permitan aislar el porcentaje de variabilidad de cada variable que es explicado por la 
perturbación de cada ecuación, interpretándose como la dependencia relativa que tiene cada 
variable sobre el resto. 

La columna S.E del cuadro 6 puede interpretarse como el error de predicción de la variación 
relativa acumulada del índice de precios al consumidor (y por su parte de la gasolina de bajo  y 
alto octanaje) en diferentes periodos en el futuro. La fuente de este error de predicción es la 
variación en los valores actuales y futuros de las innovaciones de cada variable endógena en el 
modelo VAR, como se observa el error de predicción se explica fundamentalmente por las 
propias variaciones del INPC más que de las gasolinas en al menos los 3 primeros meses, 

Cuadro 4. Descomposición de la varianza con índices de gasolina

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

 Variance Decomposition of INPC:
 Period S.E. INPC INPCMAGNA INPCPREMIUM

1 0.332739 100 0 0
2 0.582831 98.8494 0.028193 1.122409
3 0.782067 97.80397 0.133223 2.062803
4 0.943433 97.16534 0.514139 2.320517
5 1.076635 96.25575 1.386342 2.357912
6 1.185862 94.88269 2.751206 2.366103
7 1.275632 93.26306 4.397724 2.339215
8 1.351482 91.61541 6.10887 2.275723
9 1.418005 90.04229 7.757109 2.200602

10 1.478093 88.60242 9.267746 2.129837
 Cholesky Ordering: INPC INPCMAGNA INPCPREMIUM
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Al no encontrarse una ecuación de cointegración en las series de variacio-
nes porcentuales acumuladas de los precios al consumidor y las gasolinas 
se buscó la relación dinámica entre ellas y su causalidad estadística del tipo 
Granger-Sims. 

Los resultados del Cuadro 5 muestran que la inflación medida por el INPC 
no se ve afectada en el tiempo por los incrementos a los precios de las gasoli-
nas Magna y Premium tomando un nivel de significancia de 5%, lo que refuer-
za nuestra hipótesis de que hay una sobredimensión por parte de los agentes 
económicos en relación a que los aumentos en el precio de las gasolinas pro-
vocan un incremento en la inflación general al consumidor. 

Cuadro 5. Modelo VAR con inflación de gasolina

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

 Vector Autoregression Estimates
 Sample (adjusted): 2003M09 2009M08
 Included observations: 72 after adjustments
 Standard errors in ( ) & t-statistics in [ ]

INFLACION INFLAMAGNA INFLAPREMIUM
INFLACION(-1) 1.399707 -0.383423 -0.403013

-0.11059 -0.42643 -0.45503
[ 12.6570] [-0.89914] [-0.88568]

INFLACION(-2) -0.47653 0.479265 0.480606
-0.11054 -0.42625 -0.45483

[-4.31093] [ 1.12437] [ 1.05666]
INFLAMAGNA(-1) 0.000589 0.859276 0.022098

-0.03589 -0.1384 -0.14768
[ 0.01642] [ 6.20848] [ 0.14963]

INFLAMAGNA(-2) -0.002505 -0.058279 -0.032699
-0.03452 -0.13311 -0.14203

[-0.07258] [-0.43783] [-0.23022]
INFLAPREMIUM(-1) 0.02606 -0.071982 0.957802

-0.03324 -0.12818 -0.13677
[ 0.78397] [-0.56157] [ 7.00279]

INFLAPREMIUM(-2) -0.012528 -0.004442 -0.150483
-0.03368 -0.12987 -0.13858

[-0.37197] [-0.03420] [-1.08588]
C 0.002713 0.010757 0.009194

-0.00166 -0.00639 -0.00682
[ 1.63726] [ 1.68332] [ 1.34831]

 R-squared 0.931541 0.67294 0.721875
 Sum sq. resids 0.000384 0.005705 0.006496
 F-statistic 147.4116 22.29002 28.11795
 Akaike AIC -9.109979 -6.410671 -6.280866
Nota: Pruebas de significancia al nivel del 5%. Valor t.05,72=1.99346357
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La función de impulso respuesta que se desprende del modelo VAR des-
cribe la réplica de una variable endógena a cada una de las innovaciones o 
shocks de las otras variables del modelo, mostrando así el efecto sobre los va-
lores presentes y futuros de la variable endógena ante un shock, considerando 
una desviación estándar de las otras variables y de ella misma. Un shock en los 
rezagos de la variable gasolina Magna y Premium para el índice de precios se 
encuentran cercanos a cero, lo que significa que los rezagos no tienen inferen-
cia en la variable dependiente representada por el cambio relativo del índice 
de precios al consumidor, como se muestra en la Gráfica 5. 

El análisis de la descomposición de la varianza consiste en obtener distintos 
componentes que permitan aislar el porcentaje de variabilidad de cada varia-
ble que es explicado por la perturbación de cada ecuación, interpretándose 
como la dependencia relativa que tiene cada variable sobre el resto.

La columna S.E. del Cuadro 6 puede interpretarse como el error de pre-
dicción de la variación relativa acumulada del índice de precios al consumidor 
(y por su parte de la gasolina de bajo y alto octanaje) en diferentes periodos 
en el futuro. La fuente de este error de predicción es la variación en los valores 
actuales y futuros de las innovaciones de cada variable endógena en el modelo 

Gráfica 5. Impulso respuesta con inflación de gasolinas

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.
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Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México. 

El análisis de la descomposición de la varianza consiste en obtener distintos componentes que 
permitan aislar el porcentaje de variabilidad de cada variable que es explicado por la 
perturbación de cada ecuación, interpretándose como la dependencia relativa que tiene cada 
variable sobre el resto. 

La columna S.E del cuadro 6 puede interpretarse como el error de predicción de la variación 
relativa acumulada del índice de precios al consumidor (y por su parte de la gasolina de bajo  y 
alto octanaje) en diferentes periodos en el futuro. La fuente de este error de predicción es la 
variación en los valores actuales y futuros de las innovaciones de cada variable endógena en el 
modelo VAR, como se observa el error de predicción se explica fundamentalmente por las 
propias variaciones del INPC más que de las gasolinas en al menos los 3 primeros meses, 
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VAR, como se observa el error de predicción se explica fundamentalmente por 
las propias variaciones del INPC más que la de las gasolinas en al menos los 3 
primeros meses, situación que se modifica marginalmente en el cuarto mes, 
pero sin ser significativo, como lo indica el mismo modelo VAR y la prueba de 
causalidad que se detallará más adelante. 

Las otras dos columnas del Cuadro 6 muestran el porcentaje de variación 
debido a cada innovación específica de gasolinas, donde cada fila suma 100%. 
Un periodo hacia delante, toda la innovación de INPC se debe a la propia va-
riable en promedio un 99.62% y sólo el 0.07% se debe a los cambios en los 
precios de la gasolina Magna y 0.30% de la gasolina Premium, esto reafirma 
que la inflación medida por el índice de precios al consumidor no está tan 
afectada por la gasolina en comparación a como ésta le afecta a la gasolina 
Magna y Premium. 

A fin de ver si existe una relación causal entre los índices de precios al con-
sumidor y gasolinas, así como en las variaciones relativas acumuladas de los 
índices, se realizaron las pruebas de causalidad de Granger-Sims conjuntas 
que se desprenden de los modelos VEC y VAR. La  prueba de hipótesis que se 
plantea es la siguiente: Ho: No hay causalidad; contra la alternativa de  Ha: Sí 
hay causalidad.

El Cuadro 7 muestra que las variables gasolina Magna y Premium no son 
causa de la variable inflación, a un nivel de significancia de 5%, situación que 
refuerza el hecho de que el término “gasolinazo” es algo exagerado en relación 
a la evidencia estadística. En el caso de los índices se muestra un impacto del 

 Variance Decomposition of INFLACION:
 Period S.E. INFLACION INFLAMAGNA INFLAPREMIUM

1 0.00243 100.00000 0.00000 0.00000
2 0.00422 99.62239 0.07618 0.30144
3 0.00561 99.05324 0.17412 0.77265
4 0.00662 98.45117 0.26107 1.28775
5 0.00735 97.87227 0.33111 1.79662
6 0.00787 97.34145 0.38510 2.27345
7 0.00824 96.87023 0.42562 2.70415
8 0.00850 96.46240 0.45542 3.08218
9 0.00869 96.11668 0.47698 3.40634

10 0.00883 95.82857 0.49237 3.67907
 Cholesky Ordering: INFLACION INFLAMAGNA INFLAPREMIUM

Cuadro 6. Descomposición de la varianza con inflación de gasolina

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.
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Cuadro 7. Pruebas de causalidad de Granger con VAR y VEC

Fuente: Elaboración propia con base en información del Banco de México.

VEC Granger Causality/Block Exogeneity Wald Tests VAR Granger Causality/Block Exogeneity Wald Tests
Sample: 2002M07 2009M08 Sample: 2002M07 2009M08
Included observations: 83 Included observations: 72
Índices Inflación
Dependent variable: D(INPC) Dependent variable: INFLACION

Excluded Chi-sq df Prob. Excluded Chi-sq df Prob.
D(INPCMAGNA) 3.011142 2 0.2219 INFLAMAGNA 0.012263 2 0.9939
D(INPCPREMIUM) 2.622602 2 0.2695 INFLAPREMIUM 0.92152 2 0.6308
All 4.1703 4 0.3834 All 1.036529 4 0.9042
Dependent variable: D(INPCMAGNA) Dependent variable: INFLAMAGNA

Excluded Chi-sq df Prob. Excluded Chi-sq df Prob.
D(INPC) 5.281161 2 0.0713 INFLACION 1.547142 2 0.4614
D(INPCPREMIUM) 0.812937 2 0.666 INFLAPREMIUM 1.246415 2 0.5362
All 7.076574 4 0.1319 All 2.675893 4 0.6134
Dependent variable: D(INPCPREMIUM) Dependent variable: INFLAPREMIUM

Excluded Chi-sq df Prob. Excluded Chi-sq df Prob.
D(INPC) 8.722318 2 0.0128 INFLACION 1.254096 2 0.5342
D(INPCMAGNA) 0.503754 2 0.7773 INFLAMAGNA 0.059953 2 0.9705
All 8.732742 4 0.0681 All 1.314073 4 0.8590
Nota: Pruebas de significancia al nivel del 5%. Se ponen en italicas, negritas y subrayado.

INPC sobre la gasolina Premium, pero en ningún momento los índices de ga-
solinas afectan el INPC. 

Los modelos VEC y VAR estimados no presentaron problemas de hetero-
cedasticidad, así como tampoco problemas de autocorrelación serial de pri-
mer orden y superior, mismas que se muestran a detalle en el anexo estadís-
tico. 

3. Motivos que impiden la transmisión del alza de precios 
de la gasolina a la inflación en general

En este apartado se exponen los motivos que impiden que el alza de precios 
de la gasolina se transmita inmediatamente a la inflación general. Se destaca 
el reducido gasto de las familias en gasolina, la baja participación de la gaso-
lina como insumo en el proceso productivo y la fijación de los precios de la 
gasolina por parte del gobierno federal.

3.1 El reducido gasto de las familias en gasolina

La encuesta nacional de ingreso y gasto de los hogares elaborada por el Ins-
tituto Nacional de Estadística y Geografía (INEGI) reporta que el gasto de las 
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Gráfica 6. Ponderadores seleccionados del sector transporte

Fuente: Elaboración propia con datos de Banco de México

familias mexicanas en los ámbitos rural y urbano se destina principalmente a 
erogaciones relacionadas con la vivienda (26%), los alimentos, bebidas y ta-
baco (23%), el transporte (13%) y la educación (12%). En el rubro transpor-
te, la mayor parte del gasto se destina a la compra de autos, seguros y el pago 
de tenencia (4.1%), y un menor peso tiene el gasto en transporte colectivo 
(1.8%), autobús urbano (1.3%) y taxi (0.6%). El gasto total de gasolina de bajo 
octanaje representa 3.2% del gasto total y la de alto octanaje 0.5%; en suma, 
el gasto de las familias en los dos tipos de gasolina equivale al 3.7%, tal como 
lo ilustra la Gráfica 6. Este ponderador implica que en caso de que el precio de 
la gasolina aumentara en 10% su impacto en la inflación general tan sólo sería 
de 0.37%. Por el peso importante que ocupa el gasto en transporte en el gasto 
total de las familias se podría argumentar que el aumento del precio de la 
gasolina es completamente inflacionario. Sin embargo, habría que considerar 
que el transporte foráneo emplea diesel, los metropolitanos ocupan energía 
eléctrica y el taxi tiene una tarifa establecida por los gobiernos locales. 

3.2 El reducido gasto de los productores en gasolina

El Índice Nacional de Precios al Productor (INPP) es un buen indicador para 
localizar presiones inflacionarias en el corto plazo, debido a que puede iden-
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tificar “focos de origen” del proceso inflacionario y su desplazamiento en la 
cadena productiva. La Gráfica 7 muestra los bienes y servicios de mayor pon-
deración en cada rama (eje de ordenadas) con el fin de situar a la gasolina y 
mostrar su importancia relativa dentro de este índice y muestra que hay insu-
mos más importantes que la gasolina, como es el caso del maíz, de las aves, de 
los accesorios para computadoras, el agua, el servicio médico. El ponderador 
de la gasolina en el INPP para bienes intermedios es de sólo 0.18% y el del 
autotransporte de carga es de 2.60%. Respecto a los bienes finales la ponde-
ración de la gasolina asciende a 0.55%.

3.3 Los precios de las gasolinas no los determina el mercado; los 
fija la Secretaría de Hacienda y Crédito Público

Los precios de la gasolina en México los fija el gobierno federal mediante la 
Secretaría de Hacienda y Crédito Público (SHCP). La política de precios de los 
hidrocarburos se ha basado en algunos objetivos, como la recaudación fiscal, 
el homologar el precio por unidad de volumen (litros) y distinguir entre los 

Gráfica 7. Ponderadores bienes intermedios seleccionados

Fuente: Elaboración propia con datos del Banco de México
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precios de la frontera con el resto del país a fin de obtener recaudación por 
parte de clientes no mexicanos. La Gráfica 8 muestra distintos precios de las 
gasolinas Magna y Premium, así como el diferencial respecto a los precios in-
ternacionales de gasolina.

El precio de las gasolinas en México no se determina por las libres fuerzas del 
mercado, los fija el gobierno federal fundamentado en el sistema de adminis-
tración regulado por la Ley Orgánica de la Administración Pública Federal, 
por lo que los factores externos e internos que afectarían el precio al alza o a 
la baja indicando la escasez relativa de los hidrocarburos no los afectan.

La Ley Orgánica de la Administración Pública Federal en el artículos 31 
fracción X determina que la SHCP debe establecer y revisar los precios y ta-
rifas de bienes y servicios de la administración pública federal. Según Reyes 
(2009) se consideran cuatro factores:

Gráfica 8. Precio de gasolina Magna y Premium para frontera norte, resto del país 
y Estados Unidos, 2002-2009

Fuente: Elaboración propia con datos de Indicadores Petroleros PEMEX y 
 U.S. Energy Information Admistration
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4 Diario Oficial de la Federación 21 de diciembre de 2007. Decreto por el que se 
reforman, adicionan, derogan y abrogan diversas disposiciones de la Ley de 
Coordinación Fiscal, Ley del Impuesto sobre Tenencia o Uso de Vehículos y la Ley del 
Impuesto Especial sobre Productos y Servicios. 

5 Ídem.

1. La inflación esperada: la dependencia autoriza deslizamientos 
mensuales en el precio de las gasolinas y el diesel para evitar re-
zagos respecto a los precios de producción, sin que impacte drásti-
camente el ingreso monetario ni pueda afectar el nivel general de 
precios.

2. Cuotas a la venta final de gasolinas y diesel: aumentar la recauda-
ción de los estados y municipios por medio de la aplicación de cuo-
tas a las ventas finales de los combustibles;4 el Congreso de la Unión 
adiciona el artículo 2-A, fracción II de la Ley del Impuesto Especial 
sobre Producción y Servicios aplicando los siguientes rangos:

• Gasolina Magna 36 centavos por litro
• Gasolina Premium 43.92 centavos por litro
• Diesel 29.88 centavos por litro

3. Cuotas a nivel nacional: las cuotas se aplican de manera gradual 
conforme a las siguientes fechas: “En el mes que entre el artículo 
mencionado, se aplicará una cuota de 2 centavos por litro de ga-
solina Magna. 2 centavos por litro para gasolina Premium y 1.66 
por litro para Diesel. Las cuotas mencionadas incrementarán cada 
mes en la proporción del párrafo anterior: A partir del 1 de enero 
de 2012 las cuotas previstas se disminuirán en una proporción 
de 9/11 para quedar en 2/11 de las cuotas contenidas en dicho 
artículo.”5

4. Ajustes por los precios internos respecto a los externos: en nuestra 
nación cuando los precios del petróleo aumentan, los precios de sus 
derivados no se incrementan de manera automática, sino de mane-
ra paulatina y sólo sí se emite algún decreto federal. En cambio en 
Estados Unidos, se conforma el precio por medio del mercado, por 
lo que cuando aumenta el precio del petróleo los ajustes se obser-
van paralelamente. 
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El precio de la gasolina en México se compone por los siguientes rubros:

A. Impuesto al Valor Agregado del precio ponderado, 16% para esta-
dos no fronterizos y 10% para estados fronterizos.

B. Impuesto Especial sobre Productos y Servicios del precio ponde-
rado, se ajusta automáticamente de acuerdo a la variación entre el 
precio del productor y el precio público. Se calcula considerando 
los siguientes elementos: “a) precio de la gasolina en el mercado 
spot de Houston y b) costos de manejo. La suma de los anteriores 
elementos constituye la base gravable a la cual se le aplica el im-
puesto especial; otra forma de definirlo es la diferencia entre el pre-
cio al público, antes del IVA y la comisión al distribuidor, y el precio 
del productor”.6

C. Flete ponderado de la terminal de almacenamiento y reparto (TAR) 
a la estación de servicio, es el costo de transportación de las termi-
nales de almacenamiento a las estaciones de servicio.

D. Margen comercial a clientes de PEMEX, corresponde al margen co-
mercial ponderado a estación de servicio, menos el IVA, menos el 
margen comercial a la estación de servicio. Se puede entender el 
margen comercial como “un porcentaje del precio final al consumi-
dor y este tipo de porcentaje varía al tipo de estación de servicio. 
Se reconocen tres categorías por el tamaño y el tipo: dos estrellas, 
tres estrellas y tres estrellas con alto mantenimiento, cuya diferen-
cia radica en el cumplimiento de los aspectos de imagen y servicio; 
los márgenes comerciales corresponden a un 5.7% más variable de 
calidad 0.22%” (Altamonte, 2004).

E. Mermas del precio público ponderado, se calcula como un porcen-
taje (0.74%) del precio al público sin cuota, menos el IVA y el mar-
gen comercial a la estación de servicio.

F. Precio ponderado de ingreso a PEMEX, el precio de ingreso de PE-
MEX, “este se puede obtener a través de la información publicada 
acerca del valor de las ventas internas de productos petrolíferos y 
gas natural dividido por el volumen de ventas internas de produc-

6 Op. cit., 9.
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tos petrolíferos y gas natural, cada uno llevados a pesos por litro” 
(Altamonte, 2004).

La Gráfica 9 muestra la conformación del precio de la gasolina Magna en pesos 
por litro.

Hasta 2003, la conformación del precio de la gasolina estaba dominada por el 
Impuesto Especial sobre Producción y Servicios (IEPS) con la finalidad de que 
generar ingresos para la nación. A partir del 2005  se observa una reducción 
del IEPS, a tal grado que a finales del año su recaudación fue nula. En 2006 el 
impuesto se transformó en subsidio por el diferencial de los precios internos 
respecto a los externos, éste llegó a ser de $3.59 por litro en julio del 2008.

De enero de 2008 a junio de 2009 se esperaba que el precio de la gasolina 
Premium se incrementara en 2 centavos mensuales por litro hasta alcanzar 
un aumento de 36 centavos por litro; la Magna 2.44 centavos por litro men-
sual hasta obtener una variación acumulada de 43.92 centavos por litro y el 
diesel 1.66 centavos por litro mensual hasta alcanzar 29.88 centavos por li-

Gráfica 9. Precio gasolina Magna

Fuente: Elaboración propia con datos del Sistema de Información Energética
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tro al finalizar el periodo. Sin embargo, no sucedió como se tenía previsto, ya 
que el 27 de septiembre del 2007 el presidente de la República mediante un 
decreto dejó sin efectos dichas cuotas con la finalidad de propiciar la compe-
titividad en el sector industrial (Reyes, 2009). El decreto perdió su aplicación 
el 31 de diciembre del mismo año, por lo que a partir del 5 de enero de 20087 
entró en vigor lo estipulado por el Congreso.

El modelo de precios mexicano, en contraste con el estadounidense, abre 
la posibilidad de que un impuesto se torne en un subsidio a favor de los con-
sumidores mexicanos.

Conclusiones y recomendaciones

El término “gasolinazo” se hace presente en los diversos medios de comuni-
cación cuando sube el precio del hidrocarburo, por lo que la mayoría de los 
ciudadanos deduce que aumentarán de manera generalizada los precios. Esto 
debido a que su razonamiento considera que al aumentar el precio de la gaso-
lina aumenta el transporte de taxis y colectivos que utilizan gasolina, además 
de que se incrementará el costo de la producción de bienes y servicios que 
emplean el carburante como insumo y, en general, por el transporte de bienes 
y servicios.

Diferentes estudios en diversas latitudes han concluido que la variación 
del precio de la gasolina tiene efectos, aunque reducidos, en la inflación gene-
ral y que la demanda de gasolina es inelástica. En esta investigación se generó 
un modelo de vector de corrección del error (VEC) y autorregresivo (VAR) 
para contrastar la hipótesis de que el aumento del precio de las gasolinas de 
bajo y alto octanaje no causa inflación general, en el periodo 2002-2009. Los 
resultados del modelo permiten concluir que el alza del precio de las gasoli-
nas no genera inflación.

Existe un conjunto de hilos conductores que explican la transmisión del 
alza de precios de la gasolina a la inflación general. Sin embargo, en México 
existen tres factores principalmente que impiden dicha propagación, a saber: 
el reducido gasto de las familias en gasolina (3.7% del gasto total) combinado 
con la inelasticidad de la demanda de gasolina (al subir el precio de la gasoli-

7 Fueron 15 días naturales después de que se dio a conocer en el Diario Oficial de la 
Federación por lo estipulado en el artículo 6° de las Disposiciones Transitorias de la Ley 
del Impuesto Especial sobre Productos y Servicios.
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na las familias gastan más en este bien porque carece de sustitutos, lo que los 
lleva a reducir el consumo de otros bienes), el escaso peso de la gasolina como 
insumo en el proceso productivo (0.18% para bienes intermedios y 0.55% 
para bienes finales) y, finalmente el más importante, es que el gobierno fede-
ral fija los precios de las gasolinas casi independientemente del movimiento 
de los precios internacionales del petróleo y las condiciones económicas del 
país, induciendo a la sociedad a derrochar este tipo de energéticos.

Los precios cumplen la función de racionamiento, cuando son altos indu-
cen a los consumidores a reducir sus compras, en contraste, cuando son bajos 
los invitan a incrementar su consumo. En el caso de los precios de las gasoli-
nas se recomienda que sean las libres fuerzas del mercado las que los deter-
minen, mostrando la evolución de los precios internacionales del petróleo y 
las condiciones económicas nacionales, de tal manera que reflejen la escasez 
relativa de la gasolina y se incentive a invertir en eficiencia energética. Asimis-
mo, el gobierno federal dejaría de perder recursos fiscales cuando el IEPS, que 
es un impuesto, se transforma en subsidio regresivo.
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Anexo Estadístico Modelo VEC y VAR

Modelo VEC

El modelo VEC dado un nivel de significancia del 5% no presenta problemas 
de heterocedasticidad, así como tampoco problemas de autocorrelación serial 
de primer orden o superior. 

VEC Residual Heteroskedasticity Tests: No Cross Terms (only levels and squares)
Sample: 2002M07 2009M08
Included observations: 83
   Joint test:
Chi-sq df Prob.

98.73501 84 0.1298
   Individual components:
Dependent R-squared F(14,68) Prob. Chi-sq(14) Prob.

res1*res1 0.313174 2.214724 0.0156 25.99343 0.0259
res2*res2 0.089288 0.476203 0.9383 7.410889 0.9177
res3*res3 0.25151 1.632116 0.0927 20.87537 0.1049
res2*res1 0.190573 1.143572 0.3384 15.81753 0.3246
res3*res1 0.29522 2.034572 0.0275 24.50326 0.0398
res3*res2 0.210198 1.292678 0.2351 17.44641 0.2332

VAR Residual Serial Correlation LM Tests
Null Hypothesis: no serial correlation at lag order h
Sample: 2002M07 2009M08
Included observations: 72

Lags LM-Stat Prob
1 7.619591 0.5729
2 5.636843 0.7756
3 18.26193 0.0323
4 8.871222 0.4492
5 8.90676 0.4459
6 5.763235 0.7634
7 7.067554 0.6301
8 9.013713 0.436
9 19.12794 0.0241

10 9.861587 0.3618
11 8.684012 0.4669
12 30.50682 0.0004

Probs from chi-square with 9 df.
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Mode-lo VAR

El modelo VAR dado un nivel de significancia del 5% no presenta problemas 
de heterocedasticidad, así como tampoco problemas de autocorrelación serial 
de primer orden o inferior de orden 8. 

VEC Residual Serial Correlation LM Tests
Null Hypothesis: no serial correlation at lag order h
Sample: 2002M07 2009M08
Included observations: 83

Lags LM-Stat Prob
1 10.63462 0.3016
2 5.651173 0.7743
3 8.732662 0.4623
4 7.066428 0.6302
5 8.889121 0.4476
6 17.0553 0.0479
7 3.323867 0.9501
8 2.965251 0.9657
9 10.9784 0.2772

10 3.468792 0.9428
11 3.859919 0.9204
12 31.97352 0.0002

Probs from chi-square with 9 df.

VAR Residual Heteroskedasticity Tests: No Cross Terms (only levels and squares)
Sample: 2002M07 2009M08
Included observations: 72
   Joint test:
Chi-sq df Prob.

71.24352 72 0.503
   Individual components:
Dependent R-squared F(12,59) Prob. Chi-sq(12) Prob.

res1*res1 0.207608 1.288176 0.2498 14.94779 0.2443
res2*res2 0.12999 0.734612 0.7122 9.359307 0.672
res3*res3 0.096599 0.525727 0.8895 6.955095 0.8606
res2*res1 0.126121 0.709591 0.736 9.080736 0.696
res3*res1 0.126929 0.714793 0.7311 9.138855 0.691
res3*res2 0.201071 1.237403 0.2804 14.47709 0.2713
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Red para el análisis de riesgos financieros

Convocatoria abierta

La revista Estocástica: finanzas y riesgo, invita a someter para su posible publica-
ción artículos originales de investigación. Estocástica es una publicación semes-
tral cuyo objetivo es contribuir al desarrollo del conocimiento de las finanzas, la 
administración y modelado de riesgos, y la ingeniería financiera. Promueve la co-
municación de resultados de investigación original, tanto teórica como empírica, 
relacionada con el estudio y práctica de estas disciplinas, en las siguientes líneas 
temáticas:

	Administración y análisis de ries-
gos financieros.

	Análisis y modelado del entorno 
financiero y económico.

	Diseño de instrumentos financie-
ros.

	Econometría financiera.
	Finanzas computacionales.
	Finanzas conductuales con méto-

dos cuantitativos.
	Finanzas matemáticas.
	Ingeniería financiera.

	Innovación financiera.
	Mercados financieros.
	Modelado del comportamiento de 

instrumentos derivados.
	Modelado financiero.
	Modelado matemático de riesgos.
	Modelos de regulación financiera.
	Procesos estocásticos aplicados 

a las finanzas.
	Teoría financiera.
	Valuación de activos financieros
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Además de las líneas mencionadas se recibirán aportaciones afines, conforme 
a los lineamientos editoriales que aparecen en la página electrónica del departa-
mento de administración de la Universidad Autónoma Metropolitana, Unidad Azca-
potzalco http://estocastica.azc.uam.mx. Los trabajos serán sometidos a dictamina-
ción y aquellos aprobados serán programados para su publicación.

Los trabajos se recibirán en la siguiente dirección electrónica: estocastica@azc.
uam.mx. Informes en el teléfono: 5318-9454 ext. 157 ó 154.

En el momento de someter a consideración un artículo, se entenderá que el 
autor otorga su autorización para que éste sea publicado en la revista Estocástica: 
finanzas y riesgo, de circulación impresa y electrónica. Asimismo, liberará de toda 
responsabilidad a la Universidad Autónoma Metropolitana de cualquier demanda o 
reclamación que llegara a formular alguna persona física o moral que se considere 
con derecho sobre el artículo, respondiendo por la autoría y originalidad del mismo, 
asumiendo todas las consecuencias jurídicas y económicas si esto no fuera de su 
creación.
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INSTRUCTIONS FOR AUTHORS

Estocástica: finanzas y riesgo will consider for possible publication articles written 
in Spanish or English, provided they contain unpublished work. Estocástica is 
published twice a year and its objective is to contribute to developing knowledge 
in the areas of finance, risk management and modeling and financial engineering. 
Estocástica promotes communication of original research results, either theoretical 
or empirical, related to the study and practice of the above mentioned disciplines 
and the following research lines:

	Financial risk analysis 
and management

	Financial instruments design

	Financial and economic 
analysis and modeling

	Financial econometrics

	Computational finance

	Mathematical finance

	Behavioral finance 
applying quantitative methods

	Financial engineering

	Financial innovation

	Financial markets

	Derivative products  
modeling

	Financial modeling

	Risk mathematical modeling

	Financial regulation modeling

	Stochastic processes 
applied to finance

	Financial theory  
and assets valuation
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In addition to these research lines, closely related original manuscripts will be 
accepted according to the editorial guidelines published in the web site of the 
Departamento de Administración, of the Universidad Autónoma Metropolitana, 
Unidad Azcapotzalco: http://estocastica.azc.uam.mx. Research papers will be 
reviewed by an experts´ panel and those accepted will be scheduled for publication.

Manuscripts should be sent to estocastica@azc.uam.mx. Further information 
may be obtained dialing 5318-9454 ext. 157 or 154.

Authors grant, by sending a research work for review and possible publication, 
the legal authorization to Estocástica: finanzas y riesgo for publishing it in print and 
electronic formats. In addition, authors will be fully responsible for any legal acts 
pursued by third parties questioning the authorship and originality of their research 
work freeing the Universidad Autónoma Metropolitana of any legal or economic 
responsibility associated to such claims.
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